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KAKO KORISTITI NASTAVNO PISMO

Cijenjeni polaznici,

Svrha nastavnog pisma je olakSati Vam organizaciju samostalnog u¢enja, pripremanje i
polaganje ispita te uspjeSno zavrSavanje upisanog programa.

Na pocetku nastavnog pisma nalazi se sadrzaj koji daje najkraci uvid u strukturu teksta,
odnosno orijentacijski uvid u nastavne cjeline i jedinice koje su razradene u nastavnhom pismu i
s kojima cete se upoznati.

U razradi nastavnih cjelina definirani su novi pojmovi i objasnjena pravila i postupci koje
koristimo u rjeSavanju zadataka. Slijedi niz detaljno objasSnjenih primjera, popracenih skicama i
slikama, kroz koje uvjezbavamo uvedeno. Pojmovi i pravila koje uvodimo, zbog lakSeg i brzeg
snhalazenja, istaknuti su na marginama. Prilikom u€enja na margine mozete zapisivati svoje
osobne biljeSke jer je nastavno pismo zamisljeno kao radni udzbenik.

Iza svake nastavne cjeline nalaze se zadaci za vjezbu koje je dobro rijeSiti nakon
proucenih primjera, posebno zato Sto se sli¢ni zadaci pojavljuju na ispitu. Na samome kraju
nastavnog pisma nalazi se primjer ispita koji ¢e Vam posluziti za uvjezbavanje gradiva i zavrsnu

samoprovjeru znanja. Sretno!
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1. POSTOTNI | PROMILNI RAéUL\I, RACUN SMJESE,
JEDNOSTAVNI KAMATNI RA CUN

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Koja je formula postotnog, promilnog, kamatnog i racuna smjese?

2. Kako vjesto koristiti nauceno u situacijama svakodnevnog zZivota? Gdje nam sve pomaze
znanje o postocima, kamatnom racunu i raéunu smjese?

1.1. POSTOTNI RACUN

Postotak je razlomak s nazivnikom 100, tj. razlomak oblika _p.

Razlomak 1_8(.' piSe se p% i Cita ,pe posto”.

Primjer 1. NapiSimo u obliku postotka:

a) lz?%,
10¢

) = =29 _10,
¢ 100

0 2= _aom,
5 100

d) 093=-> =93,
10C

llustrirat ¢emo kako se postoci upotrebljavaju u prakti¢énim primjerima. U
rieSavanju zadatak koristit c¢emo formulu postotnog ra €una.

Za zadani broj p, p>0 je p%(x)= 1—8(_ X §to zapisujemo i:

P
:_D('
y 10C

odnosno
y = p%(x),

gdje je p postotak , x osnovna vrijednost , ay postotni iznos .

Primjer 2. Cijena nekog proizvoda iznosila je 3750kn. Tom je proizvodu cijena
snizena 8%. Kolika je cijena tog proizvoda nakon snizenja?

Racunamo koliko je 8% od broja 3570 1_§C [(B570=300.

Prema tome cijena je snizena 300kn, dakle cijena nakon snizenja je 3450kn.

postotak

formula
postotnog
racuna
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Primjer 3. U nekoj skoli s 1250ucenika pozitivhu ocjenu iz matematike na kraju
Skolske godine imalo je 1185ucenika. U drugoj Skoli s 900 ucenika matematiku
nije polozilo 45 u€enika. U kojoj je Skoli bio bolji uspjeh iz matematike?

Racunamo postotak prolaznosti u obje Skole primjenom formule postotnog
racuna ako je zadana osnovna vrijednost i postotni iznos. U prvoj Skoli

matematiku je polozilo %: 94.8% ucenika.

U drugoj Skoli matematiku je polozilo 900-45 =855 ucenika Sto je
855[100
90C

=95% . ZakljuCujemo da je uspjeh iz matematike bio bolji u drugoj Skoli.

Primjer 4. Trgovacki putnik osim place i placenog prijevoza dobije proviziju od
3.5%po narudzbi. Koliku je narudzbu ima trgovacki putnik u jednom mjesecu
ako mu je provizija bila 420kn?

Primjenom formule postotnog ra¢una, izraCunajmo osnovnu vrijednost ako je

zadan postotak i postotni iznos: %) =12000.

Trgovacki putnik imao je narudzbu u vrijednosti 12000kn.

Primjer 5. Prilikom prZenja kava gubi 12% svoje mase. Koliko treba sirove kave
ako zelimo dobiti 2.2t przene kave?

Oznacimo sa x masu sirove kave. Prema uvjetu zadatka imamo:
x —12%(x) = 2.2
X= 12 k=22
10C
x—012x =22
088x =22
X=25
Potrebno je 2.5tona sirove kave.

1.2. PROMILNI RA CUN

Promil je razlomak s nazivnikom 1000 tj razlomak oblika Fpoc

p " v H “
Razlomak ——— piSe se p%o i ¢ita ,pe promila“.
100C p P70 pep
Primjer 1. NapiSimo u obliku promila:
a) ! —17%,
100C
b) i = ﬂ = 9/—,0'
10C 100cC

promil




C) § = @ = 600%o,
5 100C

d) 0123= 123 123%eo.
100(¢

llustrirat cemo kako se postoci upotrebljavaju u prakti€énim primjerima. U
rjeSavanju zadatak koristit c¢emo formulu promilnog ra €una.

Za zadani broj p, p>0 je p%o(x) = Wpoc [X &to se zapisuije i:
__ P
-_P
4 100C
odnosno
y = p%o (x)

gdje je p promil , x osnovna vrijednost , ay promilni iznos .

Primjer 2. Broj stanovnika se u nekom gradu, u odnosu na proSlu godinu
povecao se 5%o i sada iznosi 504Q Koliki je prirast stanovniStva bio ove godine?

Oznacimo sa x broj stanovnika u prosloj godini. Prema uvjetu zadatka imamo:
X +5%o (x) = 5040

X+ i X =5040
100C

X+ 0005x =5040
1005x = 5040
x =501493

5040-501493= 2507 pa je grad dobio 25 novih stanovnika.

1.3. RACUN SMJESE

U praksi se €¢esto susrecemo s problemom mijeSanja dviju ili viSe tvari pod
odredenim uvjetima. Ako uvedemo oznake:

X ... masa (volumen) prve tvari koje mijeSamo

y ... masa (volumen) druge tvari koje mijeSamo

X+Yy ... masa mjeSavine

a ... svojstvo (cijena, gustoca, temperatura, kiselost, postotak
alkohola, slanost, €isto¢a i dr.) prve tvari

b ... svojstvo druge tvari

C ... SVOjstvo mjeSavine

tada je formula ra ¢éuna smjese :
_alx+bly
X+y

formula
promilnog
racuna

formula
racuna
smjese




Primjer 1. Kaoliki je postotak alkohola koji se dobije mijeSanjem 20 litara 90%-
tnog alkohola i 30 litara 40%tnog alkohola?

IspiSemo li podatke prema uvedenim oznakama: x =20, a=90, y=40i b =40,

dobivamo: c= 90[20+ 4030 _ 60, tj. dobije se 50 litara 60%tnog alkohola.

50

Primjer 2. Morska voda sadrzi 3% soli. Koliko litara slatke vode treba dodati u
40 litara morske vode da bi slanost mjeSavine bila 2%?

Sadaimamo x=40, a=3, b=0i c=2. UvrStavanjem u formulu raCuna
smjese dobivamo:

o= 3[40+0ly
40+y
20{40+y) =120
2y =40
y=20

Treba dodati 20 litara slatke vode.

Primjer 3. Od srebra Cisto¢e 550%0i Cistoce 880%o potrebno je napraviti
medalju mase 132 grama Cisto¢e 750%a Koliko je potrebno srebra i koje Cistoce
da se udovolji narudzbi?

a=550, b=880, c=7501 x+y=132. UvrStavanjem u formulu rauna smjese

dobivamo:
750 = 550[x+880ly ,
132

Sto zajedno s x+ y =132 daje sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije
nepoznanice:

x+y=132
750= 550x + 880y -
132

RjeSenje sustava je x=521 y=80.
Potrebno je 52 g srebra Cisto¢e 550%0i 80 g srebra Cistoce 880%a

1.4. JEDNOSTAVNI KAMATNI RA CUN

Poznato je da banka svojim StediSama na uloZeni novac nakon odredenog
vremena isplacuje kamate. Ako se od banke uzima zajam (kredit), onda duznik,
osim posudenog iznosa novca, treba vratiti i kamate. 1znos novca uloZzen na
Stednju ili, pak, iznos posudenog zajma naziva se glavnica ili kapital .

Kamata je iznos u novcu koji duznik na pozajmljenu glavnicu razmjerno duljini
razdoblja na koje je glavnica vezana.

glavnica

kamata




Omjer kamate i glavnice vezane na neku jedinicu vremena izrazen u postocima
naziva se kamatna stopa ili kamatnjak . Ako se uz kamatnu stopu ne naglasi
razdoblje na koje se ta stopa odnosi, uzima se da je ono godinu dana.

Uobi€ajeno je da se glavnica ili kapital oznaci sa ¢, kamatna stopa s p, vrijeme u
godinama s ni kamata s k. Uz ove oznake, formula za izraunavanje kamata
glasi:
cipln

10C

To je osnovna formula jednostavnog kamatnog ra €una. Jednostavne kamate
racunaju se uvijek od iste (neuvecane) glavnice za cijelo vrijeme ugovora.

U praksi se jednostavni kamatni racun obi¢no primjenjuje na razdoblje manje od
jedne godine.

Vrijeme moze biti izrazeno u mjesecima mili danima d.

Ako vrijeme mjerimo u mjesecima i znamo da je 1 mjesec :1—12 godine, iz

osnovne formule dobivamo da je kamata za m mjeseci:
clplm

10C[12

Ako vrijeme mjerimo u danima i znamo da je 1 dan = 3;

-

godine, iz osnovne

formule dobivamo da je kamata za d dana:
_clpld
10C[365

Primjer 1. Kaoliki ¢emo iznos podignuti nakon prestanka Stednje ako smo na
Stednju od 8 mjeseci ulozili 8400kuna uz 4.5% kamata godisSnje?

Zadano je vrijeme u mjesecima m=8, kamatna stopa p =45 te glavnica

¢ =8400. Prema formuli jednostavnog kamatnog racuna racunamo kamate na
ulozeni iznos:
K= clplm _8400045[8

= = =252.
10C12 10C112

Nakon prestanka Stednje podignuto je ukupno 8400+ 252=8652kuna.

Primjer 2. Kolike ¢e kamate donijeti novcani iznos od 9300kuna za razdoblje
od 11. oZujka do 15. svibnja uz kamatnu stopu 7%7?

Od 11.03.do 25.05.imamo 65 dana pa je:
_clpld _9300[7[65_116

" 10C[36E  10C[36E

kamatna
stopa

formula
jednostavnog
kamatnog
raéuna




Na ulozeni iznos uz danu kamatnu stopu dobivamo 116 kuna kamata.

Primjer 3. Koju glavnicu moramo uloziti u banku da, uz kamatnu stopu 8%, za
Cetiri mjeseca dobijemo 168kuna kamata?

clplm . k[100[12 168[100[12
= dobivamo c= =
10C[12 p 84
uloziti 6300kuna.

=6300. Dakle, moramo

ZADACI ZA VJEZBU:

1. U proizvodnji neke robe ima 4% otpadaka.
a) Ako je proizvedeno 52000 komada robe, koliko je otpadaka?
b) Koliko komada te robe je proizvedeno ako je bilo 480 komada otpadaka?

2. a) Na CD-u kapaciteta 700Mb snimljeni su sadrzaji od 139 Mb i 435 Mb.

Koliki je postotak CD-a iskoristen?
b) Ruksak je stajao 300 kn. Koliko ga je platio Ivo nakon snizenja od 40%7?
c) Od 30 zadataka ucenica je to¢no rijeSila 27 zadataka. Koliko je posto
tocno rijeSenih zadataka?

3. Trgovac je kupio kamion jabuka za 52470 kuna. Trec€inu jabuka prodao je
uz zaradu 15%, Cetvrtinu uz zaradu 9%, Sestinu uz zaradu 5%, a ostalo uz
gubitak od 8%. Kolika je zarada tog trgovca?

4. U dvije se prodavaonice neki proizvod prodavao po cijeni 120 kuna. Nakon

nekog vremena u prvoj je prodavaonici cijena povisena 11%, a zatim joS

14%, a u drugoj je prodavaonici cijena odmah povisena 25%. Ima li razlike

u cijeni i za koliko?

Koji broj umanjen za 17% daje 4987

Ucenica je tijekom ljetnih praznika dobila 5% na tezini i sada tezi 63 kg.

Koliko je u€enica teZila na kraju nastavne godine?

7. Da bi vlak nadoknadio kasnjenje, povecao je brzinu 20% pa je tada vozio
60 km/h. Kolika je bila njegova brzina prije povec¢anja brzine?

8. Bronca je legura bakra i kositra. Gustoca bakra je p., =8900 kg/m3, a

gustoca kositra je pg, = 7300 kg/m3. Bron€ani spomenik ima masu od 1

tone. U spomenik je ugradeno 740 kg bakra, a ostalo je kositar. Kolika je
gustoca bronce?

9. Koliko litara vode temperature 10T treba pomijesSati s 2 litre vode

temperature 48C ako Zelimo dobiti vodu temper ature 30C?

10. Iz dvije vrste zlata Cisto¢e 900 i 650 potrebno je naciniti smjesu zlata
Cistoée 750. Koliko grama je potrebno uzeti od svake vrste zlata?

11. Koliko postotnu kiselinu moramo pomijeSati s 60 litara 50%-tne kiseline da
bismo dobili 80 litara 55%-tne kiseline?

12. MijeSanjem pSenice nepoznate cijene s 250 kg pSenice cijene 1.8 kn/kg
dobili smo 1000 kg mjeSavine pSenice po cijeni 2.1 kn/kg. IzraCunajte
nepoznatu cijenu pSenice.

13. Ako danas u banku ulozite 36500 kuna uz kamatnu stopu 6% i Zelite dobiti
738 kuna kamata, koji dan (datum) ¢ete moci podic¢i kamate iz banke?

14. Koji iznos bismo morali 10. studenog uloZiti u banku da bismo, uz kamatnu

oo
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stopu 4%, 5. travnja podigli 824 kuna kamata?
15. Odredi kamatnu stopu uz koju glavnica od 11980 kuna na 5 mjeseci
donese 450 kuna kamata.

2. EKSPONENCIJALNE | LOGARITAMSKE FUNKCIJE

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:
1. Koju funkciju nazivamo eksponencijalnom, a koju logaritamskom? Koja su njihova svojstva?
2. Sto su logaritmi i kako ra¢unamo s logaritmima?

2.1. EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE

Eksponencijalna funkcija s bazom b jest realna funkcija oblika
f(x)=b*,
gdjeje b>0i b#1.

Primjeri eksponencijalnih funkcija su npr. funkcije:

f(x)=3", f(x)=10", f(x)=(éjx, f(x)=2".

Primjere eksponencijalnih funkcija vezemo uz veli€ine koje jako brzo ili rastu ili
padaju.
Svojstva eksponencijalnih funkcija analizirat ¢emo iz njihovog grafa.

Primjer 1. Nacrtajmo grafove eksponencijalnih funkcija:

a) f(x)=2",
1 X
b) fix)=|=1|.
) f(x) (Zj
Odredimo najprije nekoliko to¢aka trazenih grafova:
X 0 1 2 -1 -2
f(x) =2 1 2 4 1 1
2 4
X 0 1 2 -1 -2
_(1Y
f(x)_(aj 1 1 1 2 4
2 4

eksponenci-
jalna funkcija
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U istom koordinatnom sustavu nacrtajmo sada grafove zadanih funkcija:

a4

Zorni prikaz daje nam osnovna svojstva eksponencijalnih funkcija:

1. Podrucje definicije (domena) eksponencijalne funkcije f(x) =b* jest
cijeli skup R, a podrucje vrijednosti (kodomena) skup pozitivnih realnih
brojeva R*=(0,+w).

2. Eksponencijalna funkcija f(x)=b* za:

a) b>1raste, tj. za x, <X, vrijedi b* <b*,
b) 0<b<1 pada, tj. za x, <X, vrijedi b™ >b™.
3. Graf y=b* sije€e y-os u tocki (0,1) :
4. Graf y=Db* ne sije€e x-0s nego joj se asimptotski priblizava.

svojstva
eksponenci-
jalne funkcije
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2.2. EKSPONENCIJALNE JEDNADZBE

JednadZba u kojoj se nepoznanica nalazi u eksponentu potencije naziva se
eksponencijalna jednadzba .

Tako je
¥F=3°

primjer eksponencijalne jednadzbe i njezino je rjeSenje ocigledno: x=6.

Ako eksponencijalnu jednadzbu mozemo svesti na jednakost dviju potencija

jednakih baza tj. na oblik:
bf&)::bghx

pricemuje b>01i b#1, onda je

Dobivena jednadzba, koja je u nasim primjerima linearna ili kvadratna, daje sva
rieSenja zadane eksponencijalne jednadzbe.

Primjer 1. RijeSimo eksponencijalne jednadzbe:

[ZJHZX _ 9
a) |—= =—
3 4

ZapiSimo najprije lijevu i desnu stranu jednadzbe kao potencije s

( 2j1+2x (2j—2

1+2x=-2,

Slijedi:

paje

5

| ovdje lijevu i desnu stranu jednadzbe zapisujemo u obliku potencija s
jednakom bazom:
@5_1)7—x - @52)5x—2’

7-x
b) (EJ - 255x—2

odnosno:
5—7+X — 510X—4 ]
Slijedi:
-7+Xx=10x-4,

paje

1

X=-=.
3

c) 05082 =167

Kao i ranije, zapiSimo lijevu i desnu stranu jednadzbe kao potencije s

eksponenci-
jalna
jednadzba

pravilo za
rieSavanje
eksponenci-
jalne
jednadzbe
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jednakom bazom:

6x+9
2—1 [ZT - 2—4x+4.
MnoZenjem potencija jednakih baza na lijevoj strani dobivamo:

14 6x+9

odnosno:

2 T4 — 2—4x+4.
Slijedi:
~14+ 89 - gy,
odnosno
-4+6Xx+9=-16x+16
pa je
1
X==.
2

Primjer 2. Rijesimo eksponencijalnu jednadzbu: 3“' - 23" = 21.

Potencije koje se pojavljuju u jednadzbi nemaju jednake eksponente pa ih ne
mozemo oduzimati. PokuSajmo malo transformirati jednadzbu:

3" [IB—ZEBXD;—J=21,

odnosno
303" —% [3* = 21.
Sada potencije na lijevoj strani mozemo oduzeti. Oduzimanjem dobivamo:
! B3 =21
3
te je
3 =9,
odnosno
=3
paje
X=2.

2.3. EKSPONENCIJALNE NEJEDNADZBE

Sjetimo se svojstva eksponencijalne funkcije koje govori o njezinom rastu ili
padu — eksponencijalna funkcija f(x)=b* za:

a) b>1raste, tj. za x, <X, vrijedi b* <b*,

b) 0<b<1 pada, tj. za x, <X, vrijedi b™* >b™.

Zbog toga, oc€igledno vrijedi:

8 10
29 <2 10° <107, (ﬁj < (ﬁj te:
2 2
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BEGIEEREEEE

Ako eksponencijalnu nejednadzbu mozemo svesti na oblik:

b <o (bf >bg(><))’
onda za:
a) b>1 vrijedi f(x)<g(x) (f(x)>g(x)),
b) 0<b<1 vrijedi f(x)>g(x) ( f(x)<g(x)),
pricemuje b>0i b#1.

Primjer 1. RijeSimo eksponencijalne nejednadzbe:

a) 22x+3 > 4
Slijedi
22X+3 > 22 .
Buduc¢i da je b=2>1, dobivamo:
2X+3>2
te je
1
X>=-=,
2

odnosno x0O <— % ,+oo> )

X 5
0 (5)>(3)
3 9
Slijedi
X 10
575
3 3
Buducidaje O<b =é <1, dobivamo:

X <10,
odnosno xO(-10).

c) 01*7? <1000

Lijevu i desnu stranu nejednadzbe zapiSimo kao potencije s jednakom

bazom:
(o> >10°,
odnosno
10—3x+2 > 103
Buduci da je b=10>1, dobivamo:
-3x+2>3
te je

1
X<——
3

odnosno x[J <— oo,—%> )

pravilo za
rieSavanje
eksponenci-
jalne
nejednadzbe
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2.4. LOGARITMI

U odjeljku 2.2. naucili smo rjeSavati neke jednostavnije eksponencijalne
jednadzbe. Pogledajmo sada jednadzbu:

2° =5.
Buduci da desnu stranu jednadzbe ne mozZemo zapisati kao potenciju s bazom
2, ovu jednadZbu ne mozemo rijeSiti na nacin na koji smo eksponencijalne
jednadzbe rjeSavali ranije. Da bismo rijeSili ovu i njoj sli¢ne jednadzbe, najprije
moramo objasniti pojam logaritma.

Logaritam po pozitivnoj bazi b (b £ 1) pozitivnog broja y oznac¢avamo log, y. To
je eksponent x sa svojstvom b* = y. Dakle,
log,y=Xx < b*=y,
b>0, bz1, y>0, xOR.

RijeCima, logaritam pozitivnog broja y je eksponent x kojim treba potencirati

poznatu bazu b da bi dobili potenciju y.

Slijedi da je rjeSenja jednadzbe iz uvoda x =log, 5. Pribliznu vrijednost realnog
broja log, 5 naucit ¢emo, uz formule za promjenu baze logaritma, racunati na
kalkulator. Ona iznosi, zaokruzena na 5 decimala, 2.32193 Napravimo li
provjeru, dobivamo: 2 **'* = 50000066

Logaritam po bazi 10 nazivamo dekadski logaritam i oznatavamo
log,, x=logx, a logaritam po bazi e= 2.71828182889... nazivamo prirodni

logaritam i oznacavamo log, x =In Xx.

Primjer 1. Odredimo x ako je:

a) Iogl‘r{/§=x
2

Po definicije logaritma vrijedi:

3) =
2
paje
1
27 =25

izCegaje x= —%.

1
b) log, — =—4
) 9x g1

Po definicije logaritma vrijedi:

logaritam

dekadski
logaritam

prirodni
logaritam
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X -
81

odnosno

x*=3"
iz Cega slijedi x=3.

c) log,(3x-2)=1
Iz definicije logaritma slijedi:
7' =3x-2,
pa je
3x=9

i x=3.

Ovdje treba pripaziti na poc€etni uvjet o kojemu ¢e biti rije¢ u odjeljku
Logaritamske jednadZbe. Po definiciji logaritma mora vrijediti 3x-2>0,

2 .. .. .
odnosno x>§ Sto je ispunjeno.

Izravna posljedica gornjih formula su dvije formule bitne u raCunanju logaritama:
log, y =log, b* =x i
b* =pb"°%Y =y.
Dakle,
log, b™ = x

b|°9by — y

Primjer 2. IzraCunajmo:

a) log,125=log, 5° =3 (uo¢imo da do jednakog rezultata dolazimo
postupimo li kao u primjeru 1. a)),

1 _
b) IogsE=Iogs_33:3,
s 1
c) Iogzi/§=I09223=§,

-3
d) Iogl64:Iogl43=IoglGj =-3,

4 4 4
e) logl00=logl0® =2,

f) log,7=log, 7" =1,

g) log.1=log,5° =0.

Iz f) i g) dijela primjer 2. zaklju€ujemo:
log,b=1jerje b*=b

log,1=0 jer je b° =1,
gdje je b pozitivan realan broj, b>0 1 b #1.

16




Primjer 3. Izraunajmo:
a) 49%°=3,

b) 25I0g52 — (52)|0952 — (5I0g52)2 - 22 — 4,

o [iJ—Io%S _ (3_3)—|og35 _ (3'0935)3 - 53 =125
27 '

Primjer 4. Izraunajmo:

Iog26—14— 70og,,11+log,1-3Mog,;13* =log, 2°° -7+ 0-3{-4) =
=-6-7+12=-1.

2.5. PRAVILA ZA RA CUNANJE S LOGARITMIMA

Buduci da su logaritmi eksponenti, pravila za raunanje s potencijama mogu se

iskazati i kao pravila za ra¢unanje logaritmima.

Nekaje mn>0, b>0 1 b#1. Tada vrijedi:

1. log,(mmh)=log, m+log, n,

2. Iogb(%J =log, m-log, n,

3. log, m" =r og, m.

Primjer 1. Izraunajmo:
a) log,,3+log,,4=log,,(3(%)=log,,12=1,
b) log,147-log, 3=log, %7 =log,49=log, 7 =2,

log, 324 _  log,16° _ 2[og,16 _ )
2+log,2 log,8+log,2 log,16

3
1 1 ol
< logl08+log = log| 108
I09108+3I093 g g(gj ) 9( 27j_|og4_|0922

log40-log5 Iogﬂ) log8  log8 log2?
5
_2log2 _2
3log2 3’

Primjer 2. Primjenom pravila za raCunanje logaritmima zapiSimo kao zbroj i/ili

razliku logaritama pomnozenih realnim brojem:

pravila za
rac¢unanje s
logaritmima

17




a) log,(x?y*)=log, x* +log, y* = 2log, x +4log, y,
10

b) log, 2—5 =log, a'’ —log, b®> =10log, a-5log, b,

4 1
C) Iogs(81 i/a“b): log,81+log, a° +log, b° = 4+glog3 a+%|og3 b,
1000a°b’

d) log 53 :Iog(100m9b7)—log(c5d3):
C
=10g1000+ loga® +logb’ — (Iogc5 + Iogd3)=

=3+9loga+ 7logb-5logc - 3logd.

U idu¢em primjeru, koji je vazna priprema za rjeSavanje logaritamskih jednadzbi
i nejednadzbi, pogledajmo drugi smjer primjene formula:

Primjer 3. Primjenom pravila za racunanje logaritmima zapiSimo pod jednim
logaritmom i sredi izraz:

a) 4log, x+5log,3/y =log, x* + Iogsi/y5 = Iogs(x“y),
1 1 2
b) %Iog x* —élog x® = Iog(x“)5 - Iog(x3)5 =logx® —logx = Iogx— =logx,
X
1

c) 3log,5+4log, x° —élog2 x°y*? =log, 5° + Iogz(xﬁ)4 —Iogz(x“ylz)E =

=log,125+log, x** -log, (xyz) =log, (125x24)— Iogz(xyz) =

125x* 125x*
=log

27 2 T WY o
y

Xy
d) 2+ Iogs(x2 - 25)— 2log,(x-5) = log, 5% + Iogs(x2 - 25)— log(x-5)° =

25(x - 5)(x + 5) | 25(x + 5)

= log, (25(x* - 25)) - log, (x - 5)° = log, -5y =logs 0 5}

Na kraju dajemo vazna pravila vezana za baze logaritama.
Formule za promjenu baze logaritma

Neka su a,b,c>0 i a,b#1. Tada vrijedi:
log, c

1. log,c= = log,blog,c=log,c,

a

1
2. log,a=——,
0, g.b

a

3. log, c :%Iogb of

formule za
promjenu
baze
logaritma
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Formule za promjenu baze vaZzne su jer nam razne tablice i dZzepna raCunala
najceSce omogucavaju izracunavanje logaritama samo po dvije baze — po bazi
10i bazi e.

Izraéunavanje logaritama

Logaritam broja najlakSe odredujemo pomocéu dZepnog racunala. Nakon
upisivanja broja Ciji logaritam trazimo, pritisnemo to¢ku s oznakom | log | i na
zaslonu procitamo dobiveni broj. Dobiveni broj je logaritam po bazi 10 od

upisanog broja. Zelimo li izradunati logaritam po bazi e pritisnemo tipku | In

Primjer 1. IzraCunajmo pomocu dzepnog racunala (rezultat zaokruzujemo na 5
decimala):

a) log2=0.30103

b) log246= 239094,

c) log 0035=-1.45593
d) In55=170475

e) Iné =-1.60944.

Zelimo li izradunati logaritam po nekoj drugoj po volji odabranoj, bazi, koristit
¢emo formule za promjenu baze logaritma:

Primjer 2. Izraunajmo:

a) log,5=109° - 069897_, 55195
log2 030103
b) log,3=293 - 047712_4 s5eg

" logll 1.04139

2.6. LOGARITAMSKE FUNKCIJE

Logaritamska funkcija s bazom b jest realna funkcija oblika:
f(x)=log, x,

gdje je b>0 i b#1. Po definiciji logaritma, nuzno je x>0.

Logaritamska funkcija pozitivnom realnom broju pridruZuje njegov logaritam.

Primjeri eksponencijalnih funkcija su npr. funkcije:

f(x)=log, x, f(x)=logx, f(x)=log, x, f(x)=log s x.

5

izra¢una-
vanje
logaritama

logaritamska
funkcija
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Svojstva logaritamskih funkcija analizirat ¢emo iz njihovog grafa.

Primjer 1. Nacrtajmo grafove logaritamskih funkcija:
a) f(x)=log, x,
b) f(x)=log, x.

2

Odredimo najprije nekoliko to¢aka trazenih grafova:

X 1 2 4 1 1

2 4

f(x) = log, x 0 1 2 -1 -2
X 1 2 4 1 1

2 4

f(x)=log, x 0 1 -2 1 2

2

y =log2x

y=logipnx

Zorni prikaz daje nam osnovna svojstva logaritamskih funkcija:

1. Podrucje definicije (domena) logaritamske funkcije f(x) =log, X jest
skup pozitivnih realnih brojeva R*=(0,+) , a podrugje vrijednosti

(kodomena) Citavi skup realnih brojeva R.
2. Logaritamska funkcija f(x)=log, x za:

a) b>1raste,tj. za x <X, vrijedi log, x, <log, X,,

b) 0<b<1 pada, tj. za X, <X, vrijedi log, X, >log, X,.
3. Graf y=log, x sije¢e x-0s u togki (10) .
4. Graf y =log, x ne sijeCe y-0s nego joj se asimptotski priblizava.

svojstva
logaritamske
funkcije
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Logaritamska funkcija s bazom b i eksponencijalna funkcija s bazom b
medusobno su inverzne. Naime, ako je y =b*, onda je x=1log, y i obrnuto.

Grafovi medusobno inverznih funkcija simetri¢ni su s obzirom na simetralu . i
lll. kvadranta, npr:

2.7. LOGARITAMSKE JEDNADZBE

Jednadzba u kojoj se nepoznanica nalazi pod znakom logaritma naziva se
logaritamska jednadzba .

Ako jednadZba sadrzi samo jedan logaritam, obi¢no ju je lako rijeSiti po definiciji

logaritma.

Primjer 1. RijeSimo jednadzZbu: Iogz(x—l) =3.
Iz definicije logaritma slijedi:

logaritamska
jednadzba
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odnosno

Buduci da je logaritam definiran samo za pozitivne realne brojeve, kod
rieSavanja logaritamske jednadzbe nuzna je provjera rjeSenja ili provjera
po éetnog uvjeta .

Ovdje provjera rjeSenja uvrStavanjem u jednadzbu daje:
log,(9-1)=log,8=3

Sto je to¢no.

Drugi nacin je zapisati po€etni uvjet. Za danu jednadzbu on je x-1>0,

odnosno x >1 koji je za x =9 ispunjen.

Opcenito, ako logaritamsku jednadZbu mozZemo svesti na oblik:
log, f(x)=a,
pricemuje b>0i b#1, onda je

Nuzno je f(x)>0.

Ako se u jednadzbi pojavljuje viSe logaritama, koristimo pravilo:

Ako logaritamsku jednadzbu mozemo svesti na oblik:
log, f(x)=log, g(x),
pricemuje b>0i b#1, onda je

Ovdije je nuzno f(x)>0i g(x)>0.

Dobivena jednadzba, koja je u nasim primjerima linearna ili kvadratna, daje sva

rieSenja zadane logaritamske jednadzbe.

Da bi lijevu i desnu stranu zapisali pod jednim logaritmom sluzimo se pravilima

za raCunanje s logaritmima koja smo uvjezbavali u to¢ki 2.5.

Primjer 1. RijeSimo logaritamske jednadzbe:

a) log,(x-2)=log,(4-x)
Prema zapisanom pravilu imamo
X=2=4-X,
pa je
x=3.

Ovdje su pocetni uvjeti: x—2>0, odnosno x>2 i 4-x>0, odnosno

X <4 Sto je za x =3 ispunjeno.

provjera
rieSenja

po ¢etni uvjet

pravila za
rieSavanje
logaritamskih
jednadzbi
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b) log(x+9)-log(x-3)=1-log5
ZapiSimo lijevu i desnu stranu jednadzbe pod jednim logaritmom
primjenom pravila za raCunanje logaritmima:

Iogig =logl0-log5,
X—-3

odnosno:
lo X_9 = |og£)
_ 5 )
Sada je:
x+9:2.
X—3
Slijedi:
x+9=2[{x-23)
pa je
x =15,

Ispitajmo pocetne uvjete: x+9>0, odnosno x>-9 i x-3>0, odnosno
x >3 Sto je za x =15 istinito.

c) log8x+log(2x +3) = 2log(1- 4x)
Kao i ranije, zapiSimo lijevu i desnu stranu jednadzbe pod jednim
logaritmom primjenom pravila za raCunanje logaritmima:
log(8x [{2x + 3)) = log(1- 4x)°.

Sada je:
8x [{2x+3) = (1- 4x)*.
Slijedi:
16x° + 24x =1-8x +16x°

pa je

1

X=—.
32

Ispitajmo pocetne uvjete: 2x+3> 0, odnosno x > —g 11-4x>0,

1., . 1. ...
odnosno x<-= Sto je za x =— istinito.
4 32

d) log,(x+5)=3-log,(x-1)
| ovdje zapiSimo lijevu i desnu stranu jednadzbe pod jednim logaritmom.
Najprije je
log, (x +5) = log, 27— log,(x 1)

i dalje
27
Iogg(x4-5)=logS;::1.
Sada je:
4 5= 27’
x-1
odnosno
(x+5)(x-1) = 27.
Slijedi:
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x> +4x-32=0.
Dobivena jednadzba je kvadratna jednadzba c&ija su rieSenja:
~4+.\ /42 -40(-32) -4+12

X, = = ,
12 201 2

odnosno x, =4 i x, =-8.

Ispitajmo pocetne uvjete: x+5>0, odnosno x>-5i x-1>0, odnosno
x>1 Sto je ispunjeno samo za X, =4 pa je rjeSenje polazne jednadzbe
X=4.

2.8. LOGARITAMSKE NEJEDNADZBE

Ovdje se sjetimo svojstva logaritamske funkcije koje govori o njezinom rastu ili
padu — logaritamska funkcija f(x)=log, x za:

a) b>1raste,tj. za x, <X, vrijedi log, x, <log, X,
b) 0<b<1 pada, tj. za x, <x, vrijedi log, x, >log, X,

Iz navedenog svojstva slijedi pravilo:

Ako logaritamsku nejednadzbu mozemo svesti na oblik
log f(x) <logg(x) (log f(x)>logg(x)),

pravilo za
onda za: rieSavanje
a) b>1vrijedi f(x)<g(x) (f(x)>g(x)), logaritamskih
b) 0<b<1 vrijedi f(x)>g(x) ( f(x)<g(x)), nejednadzbi

pri¢emuje b>0, b#1, f(x)>0i g(x)>0.

Primjer 1. RijeSimo logaritamske nejednadzbe:

a) log, (x-4)<log, (5-2x)

2 2
Prema istaknutom pravilu imamo
X—4>5-2x,
odnosno
X>3.

Ovdje su pocetni uvjeti: x—4>0, odnosno x>4 i 5-2x >0, odnosno
X <§. Sva tri uvjeta moraju biti ispunjena. Zato trazimo njihov presjek.
Njihov presjek je prazan skup pa ova nejednadzba nema rjeSenja.

b) logx+log(x+4)= 2log(2-x)

Primjenom pravila za raCunanje logaritmima zapiSimo lijevu i desnu
stranu nejednadzbe pod jednim logaritmom:

log(x [{x + 4)) = log(2 - x)?,

x(x +4)=(2-x)*.

Sada je:
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Slijedi:
X® +4X 2 4-4x+x*
pa je
X==.
2
Ispitajmo pocetne uvjete: x>0, zatim x+4 >0, odnosno x> -4 i
2-x>0, odnosno x< 2. Presjek svih dobivenih uvjeta je rjeSenje

polazne nejednadzbe: XDE ,2).

ZADACI ZA VJEZBU:

1. RijeSite jednadzbe:

4x-2
a) (1) — 813+4X ,
3

b) 43)(_6 _ (1)5_3)(

8
1
©) 1;: [3/02%73 =253,

2
d) 025%/4>' =83,

e) 302" -2 =20.

2. Nadopunite:
a) Eksponencijalna funkcija je funkcija oblika

b) Podrucje definicije (domena) eksponencijalne funkcije je

a podrucje vrijednosti (kodomena)

c) Dvije rastuce eksponencijalne funkcije su:

d) Dvije padajuée eksponencijalne funkcije su:

3. Nacrtajte graf eksponencijalnih funkcija:
a) y=3,

b) y=(éj |

4. Nadopunite i odgovorite na pitanja:
a) Logaritamska funkcija je funkcija oblika

koja raste kada je , a pada kada je

b) Logaritamska funkcija je definirana za

a podrucje vrijednosti logaritamske funkcije je

c) Sto znate o sjecistima grafa logaritamske funkcije s koordinatnim osima?
d) Navedite bar dvije rastuce i bar dvije padajuce logaritamske funkcije.

5. Nacrtajte graf logaritamskih funkcija:
a) f(x)=log; x,
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b) f(x)=log, x.

5

6. Odredite x ako je:

125
a) log, — =-3,
) log, >

b) log,(2x+4)=-2,
C) Iog} 3/25 = 3x.
5

7. lzraCunajte (primjenom pravila za raCunanje logaritmima):
a) |0921—16 —log,5+log,,;1-4log, 37 =

b) log,98-log,2 =
log,100 _
1+log,5

8. Primjenom pravila za racunanje logaritmima zapisite kao zbroj i/ili razliku
logaritama pomnoZzenih realnim brojem:

1000°b*c? _
g -

b) |ogz(64d/ﬁ):

9. Primjenom pravila za ra¢unanje logaritmima zapiSite pod jednim logaritmom i
sredite izraz:

a) log

a) 3log, 4+4log, x* —%Iog3 x?y* =
b) 2+log,(x? —9)-2log,(x+3)=

10. RijesSite jednadzbe:
a) log,(4x-3)=log,(x+7),
b) log(x+7)-log(x-5)=1-log2,
c) logx+log(x+1)=2log(l-x),
d) log,(x+2)=6-log,(x+14).

3. TRIGONOMETRIJA PRAVOKUTNOG TROKUTA

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Kako definiramo trigonometrijske funkcije Siljastog kuta?

2. Kako definicije trigonometrijskih funkcija primjenjujemo na rjeSavanje pravokutnog trokuta?
Kako ih primjenjujemo u zadacima iz planimetrije, a kako u situacijama svakodnevnog
Zivota?
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3.1. MJERENJE KUTA

Kut je dio ravnine omeden dvama polupravcima sa
zajedni¢kom pocetnom tockom.

Kut na slici oznaavamo [JaVb. Polupravci ai b nazivaju

se krakovi kuta, a zajedniCka pocetna tocka V vrh kuta.

Kutove mozemo mijeriti. Mjere kutova najc¢eS¢e oznac¢avamo slovima grékog
alfabeta: a, G, x, ...

Mjerne jedinice, koje najcesce koristimo, su stupanj (oznaka 1°) i radijan
(oznaka 1 rad).

Manje mjerne jedinice od stupnja su minuta (1) i sekunda (1"):
1° =60
1'=60"
1° =3600'

Definirajmo jedinicu 1 rad:

Sredisnji kut kojemu je duljina pridruzenog kruznog luka jednaka duljini
polumjera kruznice je kut mjere 1 rad.

Odaberemo li polumjer kruznice za jedinicu mjerenja dobivamo da puni kut ima
mjeru 2[1[7n = 2n radijana, odnosno da je:

360° = 2nrad.
Slijedi:
180° = nirad,
2]0) =£rad,
2
60° :Erad,
3
45° :ﬂrad,
4
30° =£rad.
6

Iz 18C¢° = nrad dobivamo jednakost koja nam omogucava preracunavanje
stupnjeva u radijane:
o= L rad,
18C

odnosno ako je a mjera kuta u stupnjevima, njegovu mjeru u radijanima
racunamo po formuli:

kut

krakovi kuta

vrh kuta

stupan;j

radijan

1rad

27




a’ :imrad.

18C
Isto tako iz nrad=18C slijedi:
1rad —@::57%7'45'
T

odnosno ako je a mjera kuta u radijanima, onda mjeru kuta u stupnjevima
racunamo po formuli:

a rad -Em

T

Primjer 1. Mijeru kuta u stupnjevima izrazimo u radijanima:

a) 150° =2~ 150=>" rad,
18¢ 6

b) 7236 = ﬁ (7236 = 1.26292ad.

Primjer 2. Mjeru kuta u radijanima izrazimo u stupnjevima:

a) 3rad —@[IB 1818873358 =181°5314",
T

) Trag <190 5 100

3.2. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE SILJASTOG KUTA

B Promotrimo pravokutni trokut s duljinama
katetama a, b i duljinom hipotenuzom c.
B Mjere njegovih Siljastih kutova ozna¢imo a
c I .
a

Naziva se nasuprotna katetom za kut
a mjere a .

Uz kut (pri kutu) mjere a je kateta duljine

b. Naziva se prileze ¢a katetom za
kut mjere a .

Cesto u govoru izostavljamo rije& ,duljina” i ,mjera“ kad govorimo o duljini
stranice i mjeri kuta pa kratko kazemo:

Nasuprot kuta mjere a je kateta duljine a.

formule za
pretvorbu
stupnjeva u
radijane i
obrnuto

nasuprotna
kateta

prileze ¢a
kateta
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a = nasuprotna kateta za kut a ,
b =prilezeéa kateta za kut «
¢ =hipotenuza.

Pogledajmo sada sliku:

. = O
B g o
Uoc¢imo trokute ABCi A'B'C". Duljine stranica trokuta ABCsu a, b i ¢, a duljine
stranica trokuta A'B'C' a', b'i c'. Zbog slicnosti trokuta ABCi A'B'C' vrijedi:

a_a'

b b’
Dakle, omjer duljine nasuprotne i duljine prilezece katete za kut @ ne ovisi 0
duljini kateta ai b nego o mjeri kuta a . Sli€no mozemo pokazati za omjer
duljine nasuprotne katete i duljine hipotenuze, te omjer duljine prilezece katete i
duljine hipotenuze.

U pravokutnom trokutu ABC omjere duljina kateta i duljine hipotenuze se
nazivaju trigonometrijske  funkcije Siljastog kuta.

U pravokutnom trokut za njegov Siljasti kut definiramo:

Sinus kuta (oznaka: sin) je omjer duljine nasuprotne katete tom kutu i duljine
hipotenuze.

duljina nasuprotne katate
duljina hipotenuze

sinus Kuta =

Kosinus kuta (oznaka: cog je omjer duljine prilezece katete tom kutu i duljine
hipotenuze.

duljina prileZeée katate
duljina hipotenuze

kosinus kuta =

Tangens kuta (oznaka: tg) je omjer duljine nasuprotne i duljine prilezece katete
tom kutu.

duljina nasuprotne katate
duljina prileZeée katete

tangens kuta =

Kotangens kuta (oznaka: ctg) je omjer duljine prilezece i duljine nasuprotne
katete tom kutu.

duljina prileZece katate
duljina nasuprotne katete

kotangens kuta =

trigonomet-
rijske
funkcije
Siljastog kuta

sinus

kosinus

tangens

kotangens
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Prema slici, u pravokutnom trokutu ABC za kut mjere a vrijedi:

. a b a b
sinag =—, cosa =—, tga =—, ctga =—,
C C b a

a za kut mjere £:

sin,B:E, cos,B:E, tgﬂ:E, ctg,B:E.
C o a b

Primjer 1. IzraCunajmo vrijednosti trigonometrijskih funkcija (racunat ¢emo ih
na 5 decimala) kutova a i £ u pravokutnom trokutu ABC ako su duljine kateta

5cmil2cm.

Neka je a=5cm i b=12cm. Primjenom Pitagorina poucka raéunamo najprije
duljinu hipotenuze:

c=+a?+b? =+/52 +122 =/25+144 = /169 = 13cm.

Sada je:

sing =2 => = 038462

c 13
cosa = 9 = 1—2 =0.92308

c 13
tga =2 === 0416,

b 12
ctga=9=1—2=24,

a 5

b 12
sinf=—="—-=0.9230
A c 13 8

a b5
cosfs=—=—=0.3846
s c 13 2
tg,8=9=1—2=24,

a b5

a b5
ctgB=—=—=0416

98 =y =12

Primjer 2. IzraCunaj vrijednosti trigonometrijskih funkcija za kutove sa slike ako
je duljina jedne njegove katete 28 cm, a duljina hipotenuze 35 cm:

D 2

x , 35

' _—

Primjenom Pitagorina poucka izracunajmo duljinu druge katete, ozna¢imo je x:
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X =+/357 — 28 =+/1225- 784 =+/441=21cm.
Sada je:

sing === 06, coss =28 = 08, th=2—1: 075, ctga=§: 13,
35 35 28 21

sine=28= 08, cose = 23 = 06, tg£:2—8=1.3, ctg£=2—1: 075.
35 35 21 28

Primjer 3. IzraCunajmo duljinu hipotenuze u pravokutnom trokutu ako je
. 3.
sinf=—1ib=6.
d 5

pa je 3c =30, odnosno ¢c=10.

1z sin,8=9je gzg
C c

Uoc¢imo, buduci da su duljine kateta manje od duljine hipotenuze, za svaki
Siljasti kut vrijedi:

O<sina <1li O<cosa<1.
Vrijednosti funkcija tangens i kotangens Siljastog kuta mogu biti svi realni brojevi

vedi od nule:
O<tga <+ i 0<ctga < +oo .

Primjer 4. Kaoji od brojeva l, § V2, @ 7, imoZe biti sinus kuta?
2 2 10 10C

Buduci da je 0<sina <1, sinus kuta mogu biti brojevi: 1, @ i i.
2 10 10c

3.3. VRIJEDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA KUTOVA OD
309 45°1 60°

Vrijednosti trigonometrijskih funkcija kutova od 30° 45°i 60°mozemo lako
izraCunati. U tu svrhu koristimo se istaknutim pravokutnim trokutima: polovicom
jednakostranic¢nog trokuta stranice duljine 2 i polovicom jedini¢nog kvadrata.

Povu¢emo li visinu jednakostrani¢nog trokuta stranice duljine 2, dobivamo
pravokutan trokut kojemu je duljina hipotenuze 2, a duljine kateta 11

V22 -1% =43, pogledajmo sliku:
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r’/b\
B
\
2 A \[3
4 i
/ \
,/j\ \
/60° \
/60 |_ RN
1
Prema definiciji trigonometrijskih funkcija dobivamo:
. 1
sin30° ZE’ sin60° =§,
cos30° :ﬁ, cos60° :1,
2 2
1 _+3 3
tg30° = —— ==, tg60° == =./3,
J J3 3 J 1
J3 1 3
tg30° =— =+/3, ctge0® = — =—.
ctga0" == V3 g 3

Podijelimo li jedini¢ni kvadrat dijagonalom na dva dijela, dobivamo
jednakokraCan pravokutan trokut, tj. pravokutan trokut kojemu su Siljasti kutovi
mjere 45°, pogledajmo sliku:

1

Prema definiciji trigonometrijskih funkcija dobivamo:

sin45°:i:£,
V22

CO%SOZLZQ,
V22
1

tg45° ===1,

g 1
1

ctgds° == =1,

g 1

Dobivene rezultate pregledno zapisujemo u tablicu:
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a 30° 45° 60°
1
sina — Q ﬁ
2 2 2
cosar RE] V2 1
2 2 2
tga V3 1 J3
3
ctga J3 1 RE]
3
Primjer 1. Izraunajmo:
a) vrijednost izraza:
3g’45°+1  _ 3°+1 _ 4 _ 8 _8/3
2sin60° — cos30° J3 V3 3 J3 3
A
2 1 2
b) vrijednost izraza sin® a + cosa [etga za a =30°:
2
sin230°+c0530°E¢tg30°:(1j +£E{/_=1+§:Z.
2 2 4 2 4

3.4. RACUNANJE VRIJEDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

lako postoje tablice vrijednosti trigonometrijskih funkcija, ovdje ¢emo za
racunanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija koristiti dZzepno ra¢unalo.

Vecina dzepnih racunala ima tipke |SIN |, JCOS| i [TANY|, iznad kojih su oznake
SIN*, COS™ i TAN™.

Racunamo li vrijednost jedne od trigonometrijskih funkcija nekog kuta zadanog
u stupnjevima na zaslonu dzepnog racunala treba pisati oznaka DEG. Za kut
zadan u radijanima treba pisati oznaka RAD.

Kada je kut zadan u stupnjevima, minutama i sekundama, treba pripaziti na
njegov unos. Ako dzepno racunalo mjeru kuta u stupnjevima, minutama i
sekundama kod rac¢unanja ne pretvara automatski u kut mjere u stupnjevima to
moramo uciniti prethodno, npr. unesemo kut u obliku decimalnog broja i
pritisnemo tipku koja obavlja preraCunavanje.

Nakon Sto upiSemo kut u stupnjevima, pritisnemo tipku s oznakom trazene
funkcije. Tada se na zaslonu prikaze vrijednost trazene trigonometrijske
funkcije.

DZepna raCunala nemaju oznaku za funkciju kotangens. Kotangens kuta
odredimo tako da najprije odredimo njegov tangens, a zatim pritisnemo tipku

tablica
vrijednosti
trigonomet-
rijskih
funkcija za
poznate
kutove
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1/x |ili§ x| Kotangens kuta jednak je recipro¢noj vrijednosti tangensa tog
kuta.

Primjer 1. Pomocu dzepnog racunala izraCunajmo:

a) sin50°
Buduci da je zadan kut u stupnjevima na zaslonu dZepnog rac¢unala mora
pisati oznaka DEG.
Sada upiSemo 50i pritisnemo tipku SIN. Oc¢itamo broj na 5 decimala:
0.766044pa je sin50° = 0.766044

b) cos72°13

Najprije kut zadan u stupnjevima i minutama preraCunamo u kut u
stupnjevima ako to dzepno racunalo ne radi samostalno (svatko treba
istraziti kako radi njegovo dZepno racunalo):

72°13= 72216°.
Sada upiSemo 72.216666o0stavimo dobiveni rezultat preraunavanja) i
pritisnemo tipku COS. Oc¢itamo broj na 5 decimala: 0.30542pa je
sin72°13=0.30542.

c) tg66°0214"
Kut zadan u stupnjevima, minutama i sekundama preracunamo u kut u
stupnjevima:
66°0214"'= 660372°.
Sada upiSemo 66.037222pritisnemo tipku TAN. Oc¢itamo broj na 5
decimala: 2.24997pa je tg66° 0214"'= 2.24997.

d) ctgl5°16
Kut zadan u stupnjevima i minutama preracunamo u kut u stupnjevima:
15°16= 1526°.
Najprije raunamo vrijednost funkcije tangens. UpiSemo 15.266666
pritisnemo tipku TAN. Dobili smo vrijednost funkcije tangens za zadani
kut: 0.27294 Sada pritisnemo tipku 1/x i o€itamo broj na 5 decimala:
3.66376pa je ctgl5°16=3.66376

Obrnuti problem je iz poznate vrijednosti trigonometrijske funkcije odrediti kut. U
tom slu€aju nakon upisane vrijednosti trigonometrijske funkcije pritisnemo tipku

2nd | ili ]SHIFT], a zatim tipku SIN, COS ili TAN.

Racunamo li kut iz vrijednosti njegovog kotangensa, tada najprije pritiskom na
tipku 1/x dobijemo vrijednost tangensa trazenog kuta, a onda na opisani nacin
dobivamo trazeni kut.

Primjer 2. IzraCunajmo, koristeci se dzepnim racunalom, kut a ako je:

a) sina =0.12345
Najprije upiSemo vrijednost 0.12345 zatim pritisnemo tipku SHIFT pa
tipku SIN (rezultat njihovog djelovanja je funkcija sin™ koja je inverzna
funkciji sin). O¢itamo kut u stupnjevima 7.09125° preracunamo ga u kut u

ra¢unanje
vrijednosti
trigonomet-
rijskih
funkcija
zadanog kuta
na dzepno
racunalo
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stupnjevima, minutama i sekundama. Trazeni kut je a =7°0528".

b) cosa =0.24688
Najprije upiSemo vrijednost 0.24688 zatim pritisnemo tipku SHIFT pa
tipku COS (rezultat njihovog djelovanja je funkcija cos® koja je inverzna
funkciji cog. Oc¢itamo kut u stupnjevima 75.707034 preracunamo ga u kut
u stupnjevima, minutama i sekundama. Trazeni kut je a =75°4225".

C) tga =222334
Najprije upiSemo vrijednost 2.22334 zatim pritisnemo tipku SHIFT pa
tipku TAN (rezultat njihovog djelovanija je funkcija tg* koja je inverzna
funkciji tg). OcCitamo kut u stupnjevima 65.783044% preracunamo ga u kut
u stupnjevima, minutama i sekundama. Trazeni kut je a =65°4858".

d) ctga =135
Najprije upiSemo vrijednost 1.35555 pritisnemo tipku 1/x koja nam daje
vrijednost funkcije tangens: tga = 0.73771 Zatim pritisnemo tipku SHIFT
pa tipku TAN. Oc¢itamo kut u stupnjevima 36.416499 preracunamo ga u
kut u stupnjevima, minutama i sekundama. TraZeni kut je a =36°2459".

3.5. RIESAVANJE PRAVOKUTNOG TROKUTA

Rijesiti pravokutan trokut znaci izraCunati duljine svih njegovih stranica i mjere
svih njegovih kutova, odnosno:

1. koristeci se Pitagorinim pou¢kom izraCunati duljinu treée stranice trokuta
ako su poznate duljine preostalih dviju,

2. koristeéi se Cinjenicom da zbroj mjera Siljastih kutova u pravokutnom
trokutu iznosi 90° tj. a + 3 =90°,

3. iskoristiti trigonometrijske omjere kako bi izracunali duljine preostalih
stranica i mjere kutova.

Primjer 1. IzraCunajmo preostale elemente pravokutnog trokuta ABC kojemu je
duljina hipotenuze 263cm i mjera kuta = 3548'.

Najprije skiciramo pravokutan trokut, ozna¢imo
zadane i trazene elemente.
Izraunajmo mjeru drugog Siljastog kuta:

a=90°- B =5412.

Po definiciji je sing :g paje b=clsing =15384cm.

Sliéno, iz cosp =2 slijedi a=clcosf =21331cm.
c

ra¢unanje
kuta iz
poznate
vrijednosti
trigonomet-
rijske
funkcije

pravila
rieSavanja
pravokutnog
trokuta
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Uoc¢imo da smo duljinu katete a mogli izracunati i primjenom Pitagorina poucka
nakon Sto smo izraCunali duljinu katete b, ali u tom bi slu¢aju u racunu koristili
medurezultat u kojemu moze nastati greSka. Na ovaj nacin Kkoristili smo samo
ulazne podatke i time smanjili moguénost pogreske.

Primjer 2. IzraCunajmo preostale elemente pravokutnog trokuta ABC kojemu su
duljine kateta 2.3cm i 3.1cm.

Koristimo skicu iz prethodnog primjera. Neka je a=23cm i b=31cm.

Sada iz tga :% = g =0.74194 dobivamo a =36°3422".

Dalje nalazimo drugi Siljasti kut g =90°-a =53°2538".
Odredimo duljinu hipotenuze primjenom Pitagorina poucka:

c=+a?+b? = 386cm.

Primjer 3. Izraunajmo ostale elemente i povrSinu pravokutnog trokuta ABC
kojemu je zadano a= 734cm i a =5824".

Ponovo koristimo skicu iz Primjera 1. Odredimo najprije mjeru drugog Siljastog
kuta: S=90°-a =31°36.

Sada iz sina -a slijedi ¢ = ,i = 8618cm.
Cc sina

Iz tga =2 slijedi b =2 = 4516¢cm.
b tga

=1657372cm2.

Povrgina zadanog trokuta je: P = a;b _ 13414516

Primjer 4. Izraunajmo ostale elemente pravokutnog trokuta ako je a= 25cm i
c=13cm.

| ovdje ¢e nam posluziti skica iz Primjera 1. Primjenom Pitagorina poucka
izradunajmo duljinu druge katete: b =+/c* —a® = 1276cm.
Dalje, iz sina = 2 = 0.19231slijedi o =11°0514" .
C
Na kraju, f=90°-a =78°5446".

3.6. PRIMJENA RIESAVANJA PRAVOKUTNOG TROKUTA

RjeSavanje pravokutnog trokuta ¢esto se primjenjuje u matematici, ali i u
mnogim situacijama u svakodnevnom zivotu.

Pogledajmo najprije nekoliko primjera primjene u planimetriji.
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Primjer 1. IzraCunajmo opseg i povrSinu jednakokra¢nog trokuta ako je mjera
kuta uz njegovu osnovicu 43°34, a duljina kraka 4.6 cm.

Skicirajmo najprije jednakokracan trokut i ozna¢imo ga:

U oznakama sa skice zadano je: a= 46cm
i f=4334.

Visinom smo jednakokracan trokut podijelili
na dva sukladna pravokutna trokuta.

Iz osjencanog pravokutnog trokuta
dobivamo:

a
cospf :% iz Cega je:
a
2 23

b= =317cm.

- cosp " cosAZ34

sliéno je: tgf :% iz gega slijedi v = % [gf = 23g4334= 219cm.

2
[v_ 46[219

Sadaje o=a+2b=46+2[317=1094cmi P= a2 = 5037cmz.

Primjer 2. Kaoliki je kut medu dijagonalama pravokutnika ako je duljina jedne
njegove stranice 10 cm, a duljina njegove dijagonale 12 cm?

Skicirajmo i ozna¢imo zadani pravokutnik:

Uz oznake sa skice zadano je
a=10cmi d =12cm.

Uoc¢imo na skici dva istaknuta

pravokutna trokuta. Oni su sli¢ni
[
2
vecem pravokutnom trokutu.

pa se kut mjere = pojavljuje i u

Zato vrijedi co Z -a_10_ 083 paje %=33°3326", odnosno ¢ =67°0652".

primjena
rjieSavanja
pravokutnog
trokuta u
planimetriji

37




Primjer 3. Odredimo opseg romba ako je duljina njegove kraée dijagonale 22
cm, a mjera njegovog Siljastog kuta 78°.

Skicirajmo i ozna¢imo zadani romb:

a Sjetimo se najprije da se dijagonale
A ~=# romba medusobno raspolavljaju i
// \ ,,—’7 sijeku pod pravim kutom. Uo¢imo

istaknuti pravokutni trokut.

Prema oznakama sa skice zadano je
f=22cmia=78.

Sada imamo:

—h

i
2 11

singzl paje a= =— =1748cm.
2 a . sin39°
smE

Slijedi 0=4a=4[1748= 6992cm.

Primjer 4. lIzraCunaj opseg i povrSinu jednakokra¢nog trapeza ako su duljine
njegovih osnovica 16 cm i 10 cm i mjera Siljastog kuta 69°25:

Skicirajmo i ozna¢imo zadani trapez:

c Prema oznakama sa skice
zadano je a=16cm, c=10cm
i a=6925.

Uoc¢imo osjencani pravokutan
trokut. Njegove su katete

ﬂr\ duljine v i %, a hipotenuza
®

- a duljine b.

o
<
Ly )
o

a-c a-c
2
b

iz ¢ega dobivamo b = 2 - 3 = 853cm.

Imamo: cosg = = —
cosa €0<68°25

Sliéno, iz tga = % slijedi v = % Mga = 3[g69°25= 799cm.

2
Sadaje o=a+2b+c=16+2[853+10= 4306cm i
p= a;’C V= 16;10 [799=10387cm.

Pogledajmo sada nekoliko zadataka primjene rjeSavanja pravokutnog trokuta na
situacije iz svakodnevnog zivota.
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Primjer 5. Na ulici stoji Covjek. Sunceve zrake padaju pod kutom 65°i njegova
je sjena duga 1.27m. Kako je ime tom ¢ovjeku ©?

p
Pogledajmo skicu zadatka. Ovdie je rije€ o
matemati¢kom modeliranju, odnosno situaciju iz realnog
svijeta zapisujemo matematickim jezikom.

Prema definiciji funkcije tangens slijedi:

Vo ges° :1—‘;7 paje v=127(tg65 = 272m.

Ime tom Covjeku je Robert Pershing Wadlow i on je
A prema Guinnessovoj knjizi rekorda najvisi Covjek na
L 4 svijetu ikad izmjeren.
1.1

Primjer 6. Uspon ceste od p% znaci da se cesta na putu od 100 metara uspinje
p metara. Pod kojim se kutom uspinje cesta ako je njezin uspon 109%?

Iz definicije funkcije sinus slijedi:

100m 10 sina:1—0201 pa je
m 100

a =5°4421".

ZADACI ZA VJIEZBU:

1. IzraCunajte nepoznate elemente i povrSinu pravokutnog trokuta ABC ako:
a) b=155cmi a =4634',
b) a=285cm i b=414 cm.

2. Odredite mjere Siljastih kutova pravokutnog trokuta ako je omjer duljina
njegovih kateta 20:30.

3. lIzraCunajte povrSinu jednakokra¢nog trokuta ako je mjera kuta uz njegovu
osnovicu 7348', a duljina njegove osnovice 6. 3 cm.

4. Koliki je kut medu dijagonalama pravokutnika kojemu je duljina dijagonale 5
cm, a duljina jedne njegove stranice 4 cm?

5. Odredite mjeru Siljastog kuta romba kojemu je duljina jedne njegove
dijagonale 32 cm, a povrSina 672 cmz.

6. lzraCunajte opseg i povrSinu jednakokra¢nog trapeza ako su duljine njegovih
osnovica 10 cm i 6 cm i mjera Siljastog kuta 5050'.

7. Ako jedna stuba ima visinu 12 cm, a Sirinu 26 cm, pod kojim se kutom
uspinjemo hodajuci po stubistu?

8. Do koje visine mozemo popeti ljestvama dugackim 20 m ako je kut pod kojim
prislanjamo ljestve na zid 557

primjena
rieSavanja
pravokutnog
trokuta u
realnom
Zivotu
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9. Vrh tornja vidi se pod kutom elevacije od 17°i z to¢ke udaljene 132 m od
podnozja tornja. Odredite visinu tornja.

4. GEOMETRIJA PROSTORA

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci
Cete odgovoriti na pitanja:
1. Kako opisujemo geometrijska tijela i
koje su glavne podjele?
2. Kako racunamo oplosje i volumen
geometrijskih tijela?
3. Kako nauceno primijeniti u
situacijama iz realnog svijeta?

4.1. GEOMETRIJSKA TIJELA
Geometrijska tijela su dijelovi prostora.

Vezano za geometrijska tijela uvest éemo neke nove pojmove:
geometrijska
* volumen geometrijskog tijela — govori nam koliki dio prostora zauzima tijela
tijela,
» oploSje geometrijskog tijela — govori nam koliki je zbroj povrSina likova
koji omeduju tijelo,
e vrhovi, bridovi , strane geometrijskog tijela,
e ploSne iprostorne dijagonale , oplosje
* mrezu geometrijskog tijela — lik koji dobijemo kada sve strane
geometrijskog tijela razvu¢emo u ravninu:

volumen

mreza
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4

U literaturi nalazimo dvije podjele geometrijskih tijela:

1. uglata (prizme i piramide) i obla (valjak, stoza
tijela

c, kugla) geometrijska

Uglata geometrijska tijela ili poliedri su geometrijska tijela koja je omedena
dijelovima ravnine. Mnogokuti, kao dijelovi ravnine, koji omeduju poliedar
nazivamo stranama poliedra. Susjedne strane poliedra spajaju se u bridovima
poliedra. Tocke poliedra u kojima se spajaju tri ili viSe bridova poliedra
nazivamo vrhovima poliedra.

Z

/

BRIDOVI

VRHOVI

STRANE

Dijagonale strana poliedra nazivamo ploSnim dijagonalama . Duzine koje
spajaju dva vrha poliedra i koje ne leze na jednoj strani poliedra nazivamo
prostornim dijagonalama poliedra.

L L

PLOSNA DIJAGONALA

PROSTORNA DIJAGONALA

Obla geometrijska tijela omedena su dijelovima ravnina i zaobljenom plohom
(valjak, stozac) ili samo zaobljenom plohom (kugla).

2. cilindri (prizme i valjak), konusi (piramide is  tozac) i kugla
Cilindar je geometrijsko tijelo koje nastaje paralelnim pomakom proizvoljne
baze, povrSine B, do visine v.

Cilindar cija je baza mnogokut naziva se prizma .
Cilindar cija je baza krug naziva se valjak .

Ako cilindar nastaje paralelnim pomakom u smjeru okomitom na bazu, kazemo
da je cilindar uspravan . U suprotnom, govorimo o kosom cilindru. U nastavku
govorimo samo o uspravnim cilindrima.

podjele
geometrijskih
tijela

uglata
geometrijska
tijela

strane

bridovi

vrhovi

ploSna
dijagonala

prostorna
dijagonala

obla
geometrijska
tijela

cilindar
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KOSA PRIZMA

USPRAVNA PRIZMA

Konus je geometrijsko tijelo koje se sastoji od svih duzina koje povezuju tocke
njegove proizvoljne baze, povrSine B, s njegovim vrhom V koji je na udaljenosti
v od ravnine baze.

Konus €ija je baza mnogokut naziva se piramida .
Konus €ija je baza krug naziva se stozac .

Razlikujemo uspravni i kosi konus . Mi ¢emo razmatrati samo uspravne
konuse.

4.2. PRIZME

U prethodnom odjeljku definirali smo prizmu kao cilindar kojemu je baza
mnogokut.

Mozemo reci i: prizma je poliedar €ije su dvije strane paralelni i sukladni
mnogokuti, a ostale strane su paralelogrami (kod uspravnih prizmi preostale
strane su pravokutnici).

Sukladni mnogokuti koji leZe u paralelnim ravninama nazivaju se baze, a ostale
strane pobo €ke. Sve pobocke zajedno Cine pobo €je prizme .

Bridovi koji pripadaju bazama prizme nazivaju se osnovni bridovi .

Bridovi u kojima se spajaju po dvije pobocke nazivaju se bo¢€ni bridovi
(pobo €éni bridovi ). Kazemo i da su pobo¢ni bridovi spojnice odgovarajucih
vrhova donje i gornje baze.

Kazemo da je prizma n-terostrana ako je njezina baza n-terokut.

KaZzemo da je prizma uspravna ako su boc¢ni bridovi okomiti na njezinu bazu. U
suprotnom kazemo da je kosa.

Za uspravnu peterostranu prizme s gornje slike su:
— osnovni bridovi: duzine AA,, AA, AA, AA, AA, A'A' A'AS,
ASA AATTATA

konus

prizma

baze prizme
pobo ¢ka
pobo ¢je
osnovni brid
bo ¢ni brid
n-terostrana
prizma

uspravna
prizma

kosa prizma
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— bocni bridovi: duzine AA', AA', AA' AA'T AA,
— pobocke: pravokutnici AAA'A', AAAA, AAAA, A AA'AI
AAASA

Kazemo da je prizma pravilna ako je uspravna i ako je njezina baza pravilan
mnogokut.

Visina prizme je udaljenost ravnina u kojima leze baze prizme.
Objasnili smo pojam oploSja i volumena geometrijskog tijela.

Oznacimo li s B povrSinu baze prizme, s P povrSinu pobocja, a s v duljinu visine
prizme, tada oploSje prizme racunamo po formuli:

O=2B+P,
a volumen prizme po formuli:
V =Blv.

Navedene formule vrijede za svaku prizmu pa ¢e nam one u zadacima u kojima
racunamo oploS$je i volumen biti polazne (nije nuzno pamtiti sredene formule do
kojih ¢emo dolaziti ako znamo polazne i ¢ime je omedeno tijelo koje
promatramo).

Primjer 1. IzraCunajmo volumen prizme ako je njezina baza romb kojemu su
dijagonale duljine 16 cm i 10 cm i duljina visine prizme 20 cm.

Buduci da su zadane duljine dijagonala romba e=16cmi f =10cm, mozemo
najprije izraCunati povrsinu baze prizme:

aoelf _ 16;10 — 80em?.

Sada je:
V = BIlv=80020=1600cm3.

4.2.1. KVADAR
Kvadar je uspravna prizma kojoj je baza pravokutnik.

Oznacdimo: a, b i ¢ duljine bridova kvadra,
d,, d,, d, duljine njegovih plosnih dijagonala i
D duljina prostorne dijagonale.

Tada je:
d’=a’*+b? paje
D2 =d,” +c? =a? +b? +c?,

pravilna
prizma

visina prizme

oplosje
prizme

volumen
prizme

kvadar
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odnosno D =+a?+b?*+c?.

Baza kvadra je pravokutnik povrSine B = alb, a duljina visine jednaka je duljini
boc¢nog brida c. Zato je volumen kvadra:
V =alblc,

a oploSje kvadra:
O=2B+P =2ab+2ac+ 2bc,
odnosno:
O =2(ab+ac+hc).

Primjer 1. Bazen ima oblik kvadra duljine 5m, Sirine 3.5m i visine 1.8 m. Koliko

litara vode ima u bazenu ako je napunjen do 3 svoje visine?

Zadano je a=5m, b=35mi ¢c=18m. Volumen bazena je:
V =abc=5[35[18=315m3.

Buduci da je bazen napunjen do % svoje visine slijedi da u bazenu ima:

%EB]_S = 21ms3 vode. lzrazimo dobiveni volumen u litrama:

21m3 =21000dm3 = 2100ditara vode.

Primjer 2. IzraCunaj oploSje kvadra ako su duljine njegovih osnovnih bridova 3
cm i 4 cm, a duljina njegove prostorne dijagonale J29¢cm.

Zadano je a=3cm, b=4cmi D =/29cm.
Iz D =+a’+b”+c® slijedi:
V32 +4% +¢% =429,
9+16+c* =29

pa je c=2 (uzimamo pozitivno rjeSenje jer je rije€ o duljini brida).
Sada je:

odnosno:

O =2(ab+ac+hbc) = A34+32+4[2)=52cm2

4.2.2. KOCKA
Kocka je kvadar kojemu su bridovi jednake duljine.

Slijedi, kocka je geometrijsko tijelo omedeno sa Sest kvadrata:

volumen
kvadra

oploSje
kvadra

kocka
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KOCKA | NJEZINA MREZA

Oznacimo: a duljina brida kocke, d duljina plosne
dijagonale, D duljina prostorne dijagonale.

D a  Buduci da je kocka kvadar za koji vrijedi a=b=c,
; uvrStavanjem u ranije izvedene formule za kvadar
1 dobivamo:
'\a d=aV2 i
a D = aV/3.
Volumen kocke je:
V=a’,
a njezino oplosje:
O =6a°

Primjer 1. Izracunajmo oploSje i volumen kocke kojoj je povrSina dijagonalnog
presjeka 225/2 cm2.

Dijagonalni presjek prizme je presjek koji prolazi dijagonalama baze i sadrzi
prostornu dijagonalu prizme.

Na gornjoj skici kocke, istaknut je (zuto osjencan) dijagonalni presjek kocke.
Skicirajmo ga zasebno:

Sa skice vidimo da je povrsSina dijagonalnog
5 presjeka:
a P,=all =a@/2 =a2/2,
pa je:
a?y/2 =225/2,
4 iz ¢ega dobivamo:

a=15cm.
Sada je volumen kocke V =a® =15° = 3375cm3, a njezino oplosje

O =6a* =6[15* =1350cm=.

Primjer 2. Odredimo mjeru kuta koji prostorna dijagonala kocke zatvara s
ravninom baze.

volumen
kocke

oplosje
kocke

dijagonalni
presjek
prizme
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Prema definiciji kuta izmedu pravca i ravnine, kut izmedu prostorne dijagonale i
ravnine baze je kut izmedu prostorne dijagonale i dijagonale baze. Dopunimo
zato skicu dijagonalnog presjeka:

UocCimo pravokutan trokut iz kojeg po definiciji
5 funkcije sinus vrijedi:
a 1 \/§
sing=2=-2 =2 =¥2_057735
D a/3 43 3
1 g iz ¢ega dobivamo:
d a =35°1551".

4.2.3. PRAVILNA CETVEROSTRANA PRIZMA

Pravilna €etverostrana prizma (kvadratna prizma) je uspravna prizma kojoj je
baza kvadrat.

Oznadéimo:

a ... duljina osnovnog brida,

Vv ... duljina visine (duljina bo¢nog brida),

d ... duljina dijagonale baze,

D ... duljina prostorne dijagonale,

a ... mjera kuta izmedu prostorne dijagonale i
ravnine baze.

Buduci da je baza kvadrat vrijedi:
B=a’.
Pobocje Cine Cetiri pravokutnika stranica duljine ai v pa je
P = 4av.

Sada je volumen pravilne Cetverostrane prizme:
V=B=a’lv,
a njezino oplosje:
O =2B+P=2a*+4av.

Dijagonalni presjek je pravokutnik stranica duljine di v pa je njegova povrSina:
P, =dv.

Primjer 1. IzraCunaj oploSje i volumen pravilne Cetverostrane prizme ako je

duljina dijagonale baze 7J2cm, a mjera kuta koji prostorna dijagonala zatvara s
ravninom baze 68°.

pravilna
Cetverostra-
na prizma

volumen
pravilne
Cetverostra-
ne prizme
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Skicirajmo dijagonalni presjek zadane prizme:

Zadanoje d =72 i a =68°.

Iz d =av/2, odnosno av2 =7+/2 slijedi a=7cm.
Dalje, iz osjen¢anog pravokutnog trokuta imamo:

o)
v tga = X
d )
odnosno
L o v=d dga = 74/2 [Ig68° = 245cm.
o Sada je volumen V = a® ¥ = 7? [R45=1176cm3,

i oplosje O =2a® +4av=2[T* +4[7 245 = 784cm2,

4.2.4. PRAVILNA TROSTRANA PRIZMA

Pravilna trostrana prizma je uspravna prizma kojoj je baza jednakostrani¢an
trokut.

Oznadimo:

a ... duljina osnovnog brida,
Vv ... duljina visine (duljina bo¢nog brida),

Buduci da je baza jednakostrani¢an trokut vrijedi:

L a3

a_ -~ “a B= :
- - Pobocdje Cine tri pravokutnika stranica duljine ai v pa je
a —

P = 3av.

Sada je volumen pravilne trostrane prizme:
2
a3
v=2Pgy,

a njezino oplosje:

2
o=2B+P=2G‘5‘4—*/§+3av,
odnosno
2
O= af+3av.

Primjer 1. OploSje pravilne trostrane prizme iznosi 104/3cm?, a duljina
osnovnog brida je 8 cm. IzraCunaj volumen prizme.

pravilan
trostrana
prizma

volumen
pravilne
trostrane
prizme

oplosje
pravilne
trostrane
prizme

a7




Zadano je O =104/3cmz2i a=8cm. Uvrstimo li zadane podatke u formulu za
oploSje dobivamo:
8%4/3
2

+3Bv=104/3,

iz ega dobivamo v = 3J/3cm. Sada je trazeni volumen:

2 2
v=afw=8fm§:144cm3.

4.2.5. PRAVILNA SESTEROSTRANA PRIZMA

Pravilna Sesterostrana prizma je uspravna prizma kojoj je baza pravilan
Sesterokut.

Oznacdimo:

a ... duljina osnovnog brida,
Vv ... duljina visine (duljina bo¢nog brida),

d, ... duljina dulje dijagonale baze,
v d, ... duljina krace dijagonale baze

D ... duljina prostorne dijagonale,
a

... mjera kuta izmedu prostorne dijagonale i
ravnine baze.

Buduci da je baza pravilan Sesterokut koji sa sastoji od Sest jednakostrani¢nih
trokuta stranice duljine aimamo:

=P Y3 g V3.
4 2

Pobocje Cine Sest pravokutnika stranica duljine ai v pa je
P = 6av.

Sada je volumen pravilne Sesterostrane prizme:
V= 3[—'[322—\/§ v,
a njezino oplosje:
O0=2B+ P=2E69az4—\/§+6av,

odnosno
O =3/3a” +6av.

Uogimo daje d, =2a i d, :2aa§:a\/§.

pravilan
Sesterostra-
na prizma

volumen
pravilne
Sesterostra-
ne prizme

oplosje
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ne prizme
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Veci dijagonalni presjek je pravokutnik stranica duljine d, i v pa je njegova
povrsina:

P, =d, V.
Maniji dijagonalni presjek je pravokutnik stranica duljine d, i v pa je njegova
povrsina:

P, =d, V.

2

Primjer 1. IzraCunajmo oploSje i volumen pravilne Sesterostrane prizme kojoj je
povrSina veéeg dijagonalnog presjeka 150cm?, a duljina visine 15 cm.

Uvrstimo li zadane podatke B, =150cm?i v=15cm u formulu za povrSinu
veceg dijagonalnog presjeka dobivamo:
d, 15=150
paje d, =10cm, odnosno a=5cm.
Sada je volumen:

2 2
Y, :3@‘12—J§w:3957*/§ = 3753 = 6495cm3

i oploSje:
0 =3V3a% +6av=3/3B2 +6BMA5= 75/3 + 450=5799cm>.

4.3. PIRAMIDE

U odjeljku 4.1. definirali smo piramidu kao konus
kojemu je baza mnogokut.

Mozemo reci i: piramida je poliedar Cija je jedna strana mnogokut
AAAAA ... A, , aostale strane su trokuti sa zajednickim vihom V: A AV,
AAV, AAV, AAAV ... AAV.

Mnogokut se naziva baza piramide , a trokuti pobo €ke piramide. Sve pobocke
zajedno Cine pobo ¢je.

Bridovi koji pripadaju bazi piramide nazivaju se osnovni bridovi .

Bridovi koji spajaju vrh piramide s vrhovima baze nazivaju se bo¢&ni bridovi
(pobo €ni bridovi ).

KaZzemo da je piramida n-terostrana ako je njezina baza n-terokut.

Kazemo da je piramida uspravna ako su njezini bo¢ni bridovi jednakih duljina.
(Ova definicija dovodi do nekih nelogi¢nosti, ali je ovdje prihvaéamo kao
zadovoljavajucu). U suprothnom kazemo da je kosa.

Na slici je prikazana peterostrana piramida:

piramida

baza
piramide

pobo ¢ka
pobo ¢je
osnovni brid
bo éni brid

n-terostrana
piramida
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— osnhovni bridovi: duzine E

AR AA T AA,
— bodni bridovi: duzine AV, AV,
AV, AV i AV,

— pobocke: trokuti AAV, AAV,
AAY, AAV i AAV .

A1 A

Visina piramide je udaljenost vrha piramida od ravnine baze, tj. udaljenost vrha
piramide od njegove ortogonalne projekcije na ravninu baze, toc¢ke N koju
nazivamo noziste visine.

Kazemo da je piramida pravilna ako je uspravna i ako je njezina baza pravilan
mnogokut. Pobocke pravilne piramide su sukladni jednakokraéni trokuti, a
noziste visine nalazi se u sredistu bazi opisane kruznice.

Oznacimo li s B povrSinu baze piramide, s P povrSinu pobocja, a s v duljinu
visine prizme, tada oploSje piramide racunamo po formuli:

O=B+P,
a volumen piramide po formuli:
V = Blv
3

Navedene formule vrijede za svaku piramidu pa ¢e nam one u zadacima u
kojima raCunamo oplosje i volumen piramide biti polazne.

Primjer 1. IzraCunajmo volumen piramide ako je njezina baza pravokutan
trokut kojemu su katete duljine 12cm i 5 cm i duljina njezine visine 7 cm.

Baza piramide je pravokutan trokut kateta duljine a=10cm i b=5cm, odnosno
povrsine:

Sada je:

visina
piramide
noziste
visine
pravilan
piramida

oplosje
piramide

volumen
piramide
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4.3.1. PRAVILNA CETVEROSTRANA PIRAMIDA

Pravilna €etverostrana piramida je uspravna piramida kojoj je baza kvadrat.

Oznacéimo:

a ... duljina osnovnog brida

b ... duljina bo¢nog brida

V ... duljina visine piramide

Vv, ... duljina visine pobocke

a ... kut izmedu pobocke i ravnine baze

S ... kut izmedu boénog brida i ravnine baze

Buduci da je baza kvadrat vrijedi:

B=a’.
Pobodje Cine Cetiri jednakokracna trokuta osnovice duljine a i visine duljine v,
paje
p= 4@5‘2l = 2ay,.
Sada je volumen pravilne Cetverostrane piramide:
2
V= BV _a W’
3 3

a njezino oplosje:
O=B+P=a’+2ay,.

Dijagonalni presjek piramide je presjek piramide ravninom koja prolazi kroz
dva boc¢na brida piramide i sadrzi jednu dijagonalu baze piramide.

Dijagonalni presjek pravilne Cetverostrane piramide je jednakokracan trokut
osnovice duljine d, gdje je d duljina dijagonale baze i visine duljine v pa je
njegova povrsina:

dlv
Pd ZT'

Primjer 1. IzraCunajmo volumen i oploSje pravilne ¢etverostrane piramide ako
je duljina njezine visine 14 cm i mjera kuta izmedu pobocke i ravnine baze 71°.

Zadano je a=14cmi a =71°. UoCimo pravokutan trokut u kojem nam se
pojavljuju zadani kut i iscrtajmo ga:

pravilna
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Po definiciji funkcije tangens dobivamo:

tga = —
ga a
v v 2
' iz &ega je:
v:%[ﬂga =1—24Eﬂ971° = 2033cm.
Sliéno, po definiciji funkcije sinus dobivamo:
3 sing =~
Vl
paje
A v _ 2033 _ 215cm.

" sing sin71°
Sada je volumen:

_a’lv _14°[2033
3

Vv

=132823cms3
i oplosje:
O=a’+2ay, =14° +2[14[R15 = 798cm2,

4.3.2. PRAVILNA TROSTRANA PIRAMIDA

Pravilna trostrana piramida je uspravna piramida kojoj je baza
jednakostrani¢an trokut.

Oznadimo:

a ... duljina osnovnog brida
b ... duljina bo¢nog brida

V ... duljina visine piramide
Vv, ... duljina visine pobocke

av3 . . R
r ZT ... duljina polumjera bazi opisane
a kruznice
av'3 . : .
:T ... duljina polumjera bazi upisane

kruznice

Buduci da je baza jednakostrani¢an trokut vrijedi:
a3

4

B =

a ... kutizmedu pobocke i ravnine baze
£ ... kut izmedu bo¢nog brida i ravnine baze

pravilna
trostrana
piramida
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Pobocje Cine tri jednakokracna trokuta osnovice duljine a i visine duljine v, pa je

P=3GE%.

Sada je volumen pravilne trostrane piramide

_Bv_1 Ea
3
a njezino oplosje:
2
O=B+P= af’+3f§’1.

Primjer 1. IzraCunaj oploSje pravilne trostrane piramide ako je njezin volumen
180V3cms, a duljina osnovnog brida 12 cm.

Zadano je V =180/3cm3i a=12cm. Iz formule za volumen najprije raCunamo

duljinu visine:
2
% GIZT\E [v=180/3,
iz Cega dobivamo v =15cm.
Uoc¢imo i iscrtajmo pravokutan trokut koji povezuje duljinu osnovnog brida a,

duljinu visine piramide v i duljinu visine pobocke v, :

»  Primjenom Pitagorina poucka dobivamo:

2 2

iz Cega je v, =1539cm.

2 2
a3 vaAMh_15 V3 451501539

» Sadaje: O= =55913cm=

4.3.3. PRAVILNA SESTEROSTRANA PIRAMIDA

Pravilna Sesterostrana piramida je uspravna prizma kojoj je baza pravilan
Sesterokut.

volumen
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oploSje
pravilne
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na piramida
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Oznadimo:

a ... duljina osnovnog brida

b ... duljina bo¢nog brida

V ... duljina visine piramide

Vv, ... duljina visine pobocke

a ... kut izmedu pobocke i ravnine baze

S ... kut izmedu boénog brida i ravnine baze

Buduci da je baza pravilan Sesterokut koji sa sastoji od Sest jednakostrani¢nih
trokuta stranice duljine a imamo:

=g Y3 g V3
4 2

Pobodje Cine Sest jednakokracna trokuta osnovice duljine a i visine duljine v; pa
je:

P=69a2l=3avl.

Sada je volumen pravilne trostrane piramide:

2
v=BI¥_1.23.
3 3 2
odnosno
2
vy
2
a njezino oplosje:
RE

o=B+P=39aT+3avl.

Neka su d, i d, duljine dulje i krace dijagonale baze (pogledajte kod pravilne
Sesterostrane prizme). Tada je d, =2a i d, = Zgazﬁ =a/3.

Vecdi dijagonalni presjek je jednakokracan trokut osnovice duljine d, i visine v pa
je njegova povrsSina:

Maniji dijagonalni presjek je jednakokracan trokut osnovice duljine d, i visine v
pa je njegova povrsina:

volumen
pravilen
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Primjer 1. IzraCunaj volumen i oploSje pravilne Sesterostrane piramide kojoj je
duljina osnovnog brida 8 cm i duljina bo¢nog brida 17 cm. Kolika je mjera kuta
izmedu boc¢nog brida i ravnine baze?

Buduci da su dani podaci a=8cm i b=17cm, uo€imo i iscrtajmo pravokutan
trokut koji ih povezuje:

Primjenom Pitagorina poucka dobivamo:
v? =b® —a® =17° -8% = 289-64 = 225,

iz Cega je v=15cm.

2 2
v=3V3_8 f 5= 480J3 = 83138cm3,

Mijeru trazenog kuta mozemo izraunati iz istog trokuta po npr. definiciji funkcije
kosinus:

paje [ =61°5539".

Da bi izra¢unali oploSje piramide, moramo najprije izracunati duljinu visine
pobocke v, . Uo€imo pravokutan trokut koji povezuje podatke a, bi v, (polovica
pobocke):

Primjenom Pitagorina poucka dobivamo:
a)’ 8\’
v,” =b? —(—j =17 _(Ej = 289-16= 273,

iz Cega je v, =1652cm.

Sada je:
2

o0=300 Y3 1 3mres2= 9643 + 39648 = 56276cm2.

P&

N | ©
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4.4. VALJAK
U odjeljku 4.1. definirali smo valjak kao cilindar kojemu je baza krug.
Valjak je geometrijsko tijelo omedeno dvama sukladnim krugovima koji leze u

paralelnim ravninama i koje se nazivaju baze valjka i dijelom zakrivljene plohe
koju se naziva plast valjka .

ios valjka
: Oznacimo:
3
2
_________ o)

r ... duljina polumjera baza valjka
V... duljina visine valjka
S, S, ... srediSta baza valjka

Os valjka je pravac koji prolazi srediStem baza S i S, .
Izvodnica valjka je najdulja duzina koja je paralelna s osi valjka i pripada plastu
valjka.

Kazemo da je valjak uspravan ako mu je os okomita na ravninu baze. U
suprotnom, rije¢ je o kosom valjku.

Visina valjka je udaljenost ravnina u kojima leze baze valjka.

Baza valjka je krug polumjera duljine r i povrSine:
B=r°m.

Razvijemo li plast valjka u ravninu, dobit ¢emo pravokutnik kojemu su stranice
duljine o =2rn (opseg baze) i v. Njegova je povrsina:
P=2rmw.

Buduci da je valjak cilindar, njegov volumen ra¢unamo po istoj polaznoj formuli
kao i volumen prizme:
V=BI=r’mw.
Sliéno i oploSje valjka:
O=2B+P=2r2m7+2rm=2rmlfr +v),
odnosno
O = 2rrlr +v).

Osni presjek valjka je presjek valjka ravninom koja sadrzi os valjka.

valjak
baze valjka

plast valjka

os valjka

izvodnica
valjka

visina valjka

volumen
valjka

oplosje
valjka

osni presjek
valjka

56




Primjer 1. Kaoliko litara vode stane u posudu u obliku uspravnog valjka kojemu
je povrSina baze 647n1cm?, a povrSina osnog presjeka 80 cm?2?

Zadano je B=64ncm?i P, =80cm2. Iz B = r’sr, odnosno r?r =647 dobivamo

duljinu polumjera baze r =8cm.
Iscrtajmo osni presjek valjka:

Osni presjek je pravokutnik stranica duljine 2riv pa je

i
i
T njegova povrsina:
: P, =2rv.
| Sada iz 2[8[v =80, dobivamo v =5cm.
! v
; Volumen valjka je:
| V =r?w =8 %= 3207 =100531cms3.
} Preradunajmo ga u litre:
Pl V =1.00531dm3= 1005I= 1l.
31{
4.5. STOZAC

U odjeljku 4.1. definirali smo stozac kao konus kojemu je baza krug.

Stozac je geometrijsko tijelo omedeno krugom, koji se naziva baza stoSca , i
dijelom zakrivljene plohe koja se naziva plast stoSca .

‘0s sfoSca
V!
Oznacimo:
r ... duljina polumjera baze stoSca
s Vv ... duljina visine stoSca
S ... duljina izvodnice stoSca
a ... mjera kuta izmedu izvodnice i ravnine baze
S ... srediSte baze stoSca
A

Os stoSca je pravac koji prolazi srediStem baze Si vrhom V stoSca.
lzvodnica stoSca je duzina koja spaja vrh stoSca s bilo kojom to¢kom ruba
baze (kruznice koja omeduje bazu).

stozac
baza stoSca

plast stoSca

0s stoSca

izvodnica
stoSca
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KaZzemo da je stoZac uspravan ako mu je os okomita na ravninu baze. U
suprotnom, rije€ je o kosom stoScu.

Visina stoSca je udaljenost vrha stoSca od ravnine njegove baze, tj. udaljenost
vrha stoSca od njegove ortogonalne projekcije na ravninu baze, to¢ke koju
nazivamo noziste visine.

KaZzemo i da je stoZac uspravan ako mu je noziste visine u srediStu baze.
Izvodnice uspravnog stoSca jednake su duljine.

Baza stoSca je krug polumjera duljine r i povrSine:
B =r?m.

Razvijemo li plast stoSca u ravninu, dobit éemo kruzni isjeCak polumjera duljine
si kruznog luka duljine o =2rn (opseg baze). Njegova je povrSina:

p= sl2rn _

Buduci da je stoZzac konus, njegov volumen ra¢unamo po istoj polaznoj formuli
kao i volumen piramide:

Sliéno i oploSje stoSca:
O=B+P=r?m+ 178,
odnosno
O=rmr+s).

Osni presjek stoSca je presjek stoSca ravninom koja sadrzi os stoSca.

Primjer 1. Duljina polumjera baze uspravnog stoSca je 48 cm, a povrSina
njegovog plasta 3504n7cmz . Izraunajmo volumen tog stoSca i mjeru kuta
izmedu njegove izvodnice i ravnine baze. Kolika je povrSina njegovog osnog
presjeka?

Zadano je r =48cm i P =3504ncm?. Iz P = r7s, odnosno 487s = 35041 slijedi
s=73cm.
Iscrtajmo osni presjek stosca:

V!
Primjenom Pitagorina poucka dobivamo:
v:=g? —r? =73 - 48 =3025,
pa je:
° v =55¢cm.
Sada je volumen:
2 2
2 v=! 3’” =48 27[55 = 422407 = 13270087 cm?.
S r

visina stoSca

noziste
visine

volumen
stoSca

oplosje
stoSca

osni presjek
stoSca
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Iz definicije funkcije kosinus slijedi:
48

paje a =485316".
Osni presjek stoSca je jednakokracan trokut kojemu je duljina osnovice 2r i
duljina visine v pa je njegova povrsina:

P, = Zr_z[" = 1v = 48055 = 2640cm?

4.6. KUGLA | SFERA

Neka je Sc¢vrsta toCka prostora i r pozitivan realan broj.

Kugla je skup svih to€aka prostora Cija je udaljenost do
to¢ke Sjednaka ili manja od r. To¢ka Sje srediste , ar
duljina polumjera (radijusa) kugle .

Sfera je skup svih toCaka prostora Cija je udaljenost od
toCke Sjednaka r

Volumen kugle polumjera r dan je formulom:
V = ﬂr377.
3

Oplosje kugle polumjera r (tj. povrSina sfere polumjera r) dano je formulom:
O =4r°rm.

- . .. o 7l
Primjer 1. IzraCunajmo oplosje kugle ako je njezin volumen Ecm%
Uvrstavanjem u formulu za volumen kugle dobivamo:

odnosno

pa je rzlcm.
2
Sadaje
1 2
O=4r2ﬂ:4[ﬁ§j 7T=71CmM?2.

kugla

srediSte
kugle

polumjer
kugle

sfera

volumen
kugle

oploSje kugle
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ZADACI ZA VJEZBU:

1. IzraCunajte oploSje i volumen kocke kojoj je povrSina dijagonalnog presjeka

1442 cme.

2. lzraCunajte volumen kvadra ako su duljine njegovih osnovnih bridova 7 cm i
9 cm, a njegovo oploSje 286 cmz2.

3. lzraCunajte oploSje i volumen pravilne Cetverostrane prizme ako je duljina
dijagonale baze 5/2¢cm, a mjera kuta koji prostorna dijagonala zatvara s
ravninom baze 71°17'.

4. OploSje pravilne trostrane prizme iznosi iznosi 110J3cm2, a duljina
osnovnog brida je 10 cm. IzraCunajte volumen prizme.

5. Volumen pravilne Sesterostrane prizme je 270/3cm3, a duljina osnovnog
brida je 6 cm. IzraCunajte oploSje prizme.

6. Dno bazena ima oblik pravilnog Sesterokuta. Duljina osnovnog brida je 2 m.
Bazen moze primiti 100 hl vode. Kolika je duljina visina bazena?

7. lzraCunajte volumen i oploSje pravilne Cetverostrane piramide ako je duljina
njezinog osnovnog brida 8 cm i mjera kuta izmedu pobocke i ravnine baze
6556

8. lzraCunajte volumen i oploSje pravilne Cetverostrane piramide ako je duljina
njezine visine 14 cm i mjera kuta izmedu pobocke i ravnine baze 71°17'.

9. lzraCunajte oplosje i obujam pravilne Cetverostrane piramide ako je duljina
pobocnog brida b =8cm i duljina visine pobocke v, = 6cm.

10. IzraCunajte oploSje i obujam pravilne Cetverostrane piramide ako je duljina
visine piramide v =8cm i duljina pobo&nog brida b =10cm.

11. IzraCunajte oploSje pravilne trostrane piramide ako je njezin volumen
180V3cms, a duljina osnovnog brida 12 cm.

12. 1zraCunajte volumen pravilne trostrane piramide ako je povrSina baze

B =243/3cm? a duljina visine pobocke v, =15cm.

13. IzraCunajte volumen i oploSje pravilne Sesterostrane piramide ako je duljina
osnovnog brida 8 cm i duljina bo¢nog brida 17 cm. Kolika je mjera kuta izmedu
boc¢nog brida i ravnine baze?

14. Koliko litara vode stane u posudu u obliku uspravnog valjka kojemu je
opseg baze 207 cm, a duljina visine 32 cm? Kolika je povrSina osnog presjeka
tog valjka?

15. Koliko litara vode stane u posudu u obliku uspravnog valjka kojemu je
povrSina baze 8172cm?, a povrSina osnog presjeka 108 cmz2?

16. Duljina polumjera baze uspravnog stosca je 12 cm, a duljina njegove visine
35 cm. IzraCunajte oploSje tog stoSca i mjeru kuta izmedu njegove izvodnice |
ravnine baze.

17. Duljina polumjera baze uspravnog stosca je 16 cm, a povrSina njegovog
plasta 10407cm? . IzraCunajte volumen tog stoSca i mjeru kuta izmedu njegove
izvodnice i ravnine baze.

18. IzraCunajte oploSje kugle ako je njezin volumen 1—9677cm3.

19. Kaoliki je volumen stana Ciji je tlocrt prikazan na slici i €ija je visina 3.6 m:
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10m

10m

2.5m
5m

7.5m

2.5m

7.5m

5m

20. Limenka boje sadrzi 1.5I. Sva boja iz limenke je ravnomjerno je nanesena
na zid povrSine 120 cmz2. Kolika je debljina sloja boje na zidu?
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KONTROLNA ZADA CA — ZADACI ZA SAMOPROVJERU ZNANJA

PRIMJER PISANOG ISPITA ZNANJA 1Z MATEMATIKE

1. a) U proizvodnji neke robe ima 4% otpadaka. Ako je proizvedeno 52000 komada robe,
koliko je otpadaka?
b) Od 4426000 gradana Hrvatske, kajkavskim narje¢jem govori 1463000 ljudi. Postotkom
izrazite zastupljenost kajkavskog narjecja.

2. MijeSanjem pSenice nepoznate cijene s 250 kg pSenice cijene 1.8 kn/kg dobili smo 1000 kg
mjeSavine pSenice po cijeni 2.1 kn/kg. 1zraCunajte nepoznatu cijenu pSenice.

3. Kaoji iznos bismo morali 10. studenog uloziti u banku da bismo, uz kamatnu stopu 4%, 5.
travnja podigli 824 kuna kamata?

4. RijeSite jednadzbe:

. 1 2-5x
a) 327" = [éj : b) 004%/25™" =1257*,

5. lzraCunajte (primjenom pravila za raCunanje s logaritmima):
a) log, 3—12 - 4[log,. 5+log,1-500gl07? =

b) log,160+ Iogzé =

log400 _
2+log,5

6. a) Primjenom pravila za raCunanje logaritmima zapiSite kao zbroj i/ili razliku logaritama
625 b°%c" _

R -
b) Primjenom pravila za raCunanje logaritmima zapisite pod jednim logaritmom i sredi izraz:

pomnozenih realnim brojem: log,

3+5log, 2+ 7log, x° —élog3 x°y* =

7. RijeSite jednadzbe:

a) loQX:;_i =4, b) Iog% (4x—1) =-1,
c) log(x+6)+log(x + 4) = 2log(2 - x), d) log,(x+2)=6-log,(x+14).

8. Vrh tornja vidi se pod kutom od 15°iz to ¢ke udaljene 125 m od podnoZzja tornja. Odredite
visinu tornja.

9. lzraCunajte opseg i povrSinu jednakokra¢nog trokuta ako je mjera kuta uz njegovu osnovicu
5335, a duljina visine 6.4 cm.

10. Koliki je kut medu dijagonalama pravokutnika ako su duljine njegovih stranica 11 cm i
4 cm?

11. lIzraCunajte oploSje, volumen i povrSinu dijagonalnog presjeka kocke ako je duljina njezine
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12.

13.

14.

15.

16.

prostorne dijagonale J75¢cm.

Oplosje pravilne trostrane prizme iznosi 84/3cmz, a duljina osnovnog brida je 43 cm.
IzraCunajte volumen prizme.

IzraCunajte volumen i oploSje pravilne Cetverostrane piramide ako je duljina njezinog
osnovnog brida 8 cm i mjera kuta izmedu pobocke i ravnine baze 65%6'.

IzraCunajte volumen pravilne Sesterostrane piramide ako je duljina osnovnog brida 6 cm i
duljina bo¢nog brida 10 cm. Kolika je mjera kuta izmedu bo¢nog brida i ravnine baze?

Koliko litara vode stane u posudu u obliku uspravnog valjka kojemu je povrSina baze
8171cmz2, a povrSina osnog presjeka 108 cmz2?

Duljina polumjera baze uspravnog stosca je 39 cm, a duljina njegove visine 80 cm.
IzraCunajte oploSje tog stoSca i mjeru kuta izmedu njegove izvodnice i ravnine baze.
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