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KAKO KORISTITI NASTAVNO PISMO?

Cijenjeni polaznici,

Svrha nastavnog pisma je olakSati Vam organizaciju samostalnog u¢enja, pripremanje i
polaganje ispita te uspjeSno zavrSavanje upisanog programa.

Na pocetku nastavnog pisma nalazi se sadrzaj koji daje najkraci uvid u strukturu teksta,
odnosno orijentacijski uvid u nastavne cjeline i jedinice koje su razradene u nastavnom pismu i
s kojima cete se upoznati.

U razradi nastavnih cjelina definirani su novi pojmovi i objasnjena pravila i postupci koje
koristimo u rjeSavanju zadataka. Slijedi niz detaljno objasSnjenih primjera, popracenih skicama i
slikama, kroz koje uvjezbavamo uvedeno. Pojmovi i pravila koje uvodimo, zbog lakSeg i brzeg
snhalazenja, istaknuti su na marginama. Prilikom u€enja na margine mozete zapisivati svoje
osobne biljeSke jer je nastavno pismo zamisljeno kao radni udzbenik.

Iza svake nastavne cjeline nalaze se zadaci za vjezbu koje je dobro rijeSit nakon
proucenih primjera, posebno zato Sto se sli¢ni zadaci pojavljuju na ispitu. Na samome kraju
nastavnog pisma nalazi se primjer ispita koji ¢e Vam posluziti za uvjezbavanje gradiva i zavrsnu

samoprovjeru znanja. Sretno!
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1. BROJEVI

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci cete odgovoriti na pitanja:

1. Sto je matematicka indukcija i kada je koristimo?

2. Kako glasi binomni poucak? Kako definiramo binomne koeficijente?
3. Kako uvodimo skupove brojeva?

1.1. MATEMATICKA INDUKCIJA

Indukcija je oblik zaklju€ivanja kojim se od dvaju ili viSe pojedinacnih sudova
dobiva novi opéi sud.

Ovaj nacin zakljucivanja ¢esto se koristi u prirodnim znanostima. lako moze
dovesti do pogresnih rezultata, metoda induktivnog zaklju€ivanja moéno je i
ponekad jedino sredstvo u otkrivanju istinitih €injenica.

Pogledajmo primjere pogresnih induktivnih zakljucivanja.
Primjer 1. Vrijednost izraza P(n) =n®+n+41 je prost broj za svaki nJ N.

Za n=40 dobivamo P(40)=41%, a za n=41 dobivamo P(41) = 41? + 41+ 41 &to
je djeljivo s 41.

Primjer 2. Broj 991In® +1 nije potpun kvadrat niti za jedan prirodni broj n.
Za n =12055735790331359447442538767 izraz je potpuni kvadrat.

Postoje takoder i slutnje koje su to€ne za velik broj specijalnih slu€ajeva, ali jos
ne znamo jesu li uvijek to¢ne. Medu najpoznatije pripada Goldbachova slutnja
svaki paran broj veéi od 2 jednak je zbroju dvaju prostih brojeva. Formulirana je
1742. godine. Do danas je tvrdnja provjerena za velik broj prirodnih brojeva i
pokazala se istinitom, medutim sama tvrdnja jo$ nije dokazana.

Da bi induktivno zaklju€ivanje u matematici dalo ispravne rezultate, moramo
osigurati neke dodatne uvjete. Na taj nac€in dobivamo nacin zaklju€ivanja poznat
kao matemati ¢ka indukcija . Dodatne uvjete osigurat cemo aksiomom
(principom) matematic¢ke indukcije.

Aksiom matemati €ke indukcije

Ako neka tvrdnja vrijedi za broj 1 i ako iz pretpostavke da vrijedi za svaki broj n
slijedi da vrijedi i za svaki sljedeéi broj n+1, tada ona vrijedi za svaki prirodni
broj n.

Pojedine korake u zaklju€ivanje matemati¢kom indukcijom nazivamo posebnim
imenima. Neka je T(n) tvrdnja koju analiziramo i koja ovisi samo o n[I N.
Svaki dokaz matemati¢kom indukcijom provodi se u tri koraka:

= Baza indukcije : provjera istinitosti tvrdnje T(1).
= Pretpostavka indukcije : Pretpostavimo da je tvrdnja istinita tvrdnja za

indukcija

princip
matemati ¢ke
indukcije

koraci
matemati ¢ke
indukcije
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neki nJ N.
= Korak indukcije : Dokaz da uz pretpostavku indukcije vrijedi i tvrdnja
T(n+1).

Primjer 3. Odredimo formulu za zbroj prvih n neparnih brojeva, tj. izraunajmo:
T(n)=1+3+5+---+(2n-1) za po volji n0 N.

Odredimo vrijednost izraza za prvih nekoliko prirodnih brojeva:

T()=1=1

T(2)=1+3=4=2?

T(3)=1+3+5=9=3

T(4)=1+3+5+7=16=4°

Tvrdnja: T(n)=1+3+5+---+(2n-1)=n?.

Time smo uporabili induktivni nacin zakljucivanja. lzraz T(n) istinit je za prve

Cetiri vrijednosti prirodnog broja n. Da bismo se uvjerili u njezinu istinitost za

svaki prirodni broj n, primijenit ¢emo princip matematicke indukcije.

Baza indukcije: T(1) =1=12

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da za neko nO N vrijedi T(n), tj.

T(n)=1+3+5+-.-+(2n-1) =n?.

Korak indukcije: Tvrdimo da vrijedi: T(n+1)=(n+1).

T(n+1)=1+3+5+-.-+(2n-1)+(2n+1) = po pretpostavci indukcije =
=n?+2n+1=(n+1)°

Zbog provjerene baze i koraka indukcije, prema aksiomu matemati¢ke indukcije,

vrijedi 1+3+5+---+(2n-1)=n? za svaki nO N.

Primjer 4. Za po volji nJ N izraCunajmo:

1 1 1
T(n) = + +...+ .
12 203 ni{n+1)
Odredimo vrijednost izraza za prva tri prirodna broja:
T()= 1.1
12 2
()=t .+ 1 -2
12 23 3

1 1 1 _3
(n) + + ==
12 203 34 4
Tvrdnja:T(n):i+i+...+ (.
12 203 nf{n+1) n+1
Tvrdnju (hipotezu) dobivenu nepotpunom indukcijom dokazujemo

matemati¢kom indukcijom. Nepotpuna indukcija nema snagu dokaza buduci da
se hipoteza postavlja provjerom nekoliko pojedinacnih slucajeva.

Baza indukcije: T(1) = 1i =1

za svaki nO N.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da za neki nJ N vrijedi tvrdnja:




T()11 1 n

nj=———+—+-..-+ - .
12 203 n[qn+1) n+1
Korak indukcije: Tvrdimo da vrijedi:
T+)=t+ Lt ss 1 4 1 _n+1
12 203 nfn+1) (n+1)dn+2) n+2
T(n+1):ﬁ+%3+...+ n[ﬂi+1) + (n+1):éﬂn+2) = po pretpostavci indukcije =
n 1 _nn+2)+1 _ n?+2n+1 _  (n+1’ _ n+1

“hel (h+)n+2) (h+)n+2) (h+)n+2) (h+1)n+2) n+2
Zbog provjerene baze i koraka indukcije, prema aksiomu matemati¢ke indukcije,

vrijedi T(n):i+1 za svaki n N.
n

Matemati¢ka indukcija se u nastavi matematike primjenjuje na
= racéunanje kona €nih suma ,
= djeljivost ,
* nejednakosti .

Na prethodnim primjerima vidjeli smo primjenu matematicke indukcije na
racunanje konaénih suma. Napravimo to na primjeru zadatka vezanog za
djeljivost.

Primjer 5. Dokazimo matematickom indukcijom da za svaki n[J N vrijedi:
6n° +11n.

Neka je T(n)=n®+11n.

Baza indukcije: T(1)=12, §12.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da za neki n[J N vrijedi: 6{n3 +11n.

Korak indukcije: Tvrdimo 6|T(n +1)=(n+12)* +11(n+1).

T(n+1)=(n+1°+12(n+1)=n®+3n? +3n+1+1In+11=n° +1In+3n> +3n+12 =
=n®+11n+3n{n+1)+12

Po pretpostavci indukcije Ei{n3 +11n, znamo da 612, a 3n{n+1) jer je n(n+1)

produkt dva uzastopna prirodna broja, tj. djeljivje s 2, pa je 3n [ﬂn +1) djeljivo sa

6. Slijedi da 6T(n+1)=(n+1)* +11(n+1).

Zbog provjerene baze i koraka indukcije, prema aksiomu matemati¢ke indukcije,

vrijedi G{n3 +11n za svaki n N.

primjena
matemati ¢ke
indukcije




1.2. BINOMNI POUCAK
1.2.1. FAKTORIJELI

Za prirodan broj n sa nl oznaCavamo umnozak prvih n prirodnih brojeva :
n=n{n-1)fn-2)0..(BR2AO.

nl ¢itamo ,en faktorijela *“.

Prema tome je:
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Uocimo da vrijedi rekurzivna formula:
n'=n{n-1)
uz 0=1.

Funkcija faktorijela raste vrlo brzo. Njezine vrijednosti moZzemo direktno ocitavati
na racunalu samo za neke vrijednosti Sto ovisi o vrsti raCunala. Tako nam na

primjer raunalo daje rezultat: 253=5.17310" .
Primjer 1. lzraCunajmo:

49-48 _ 4914814748147 _ 47(49148 - 48)

a) = 487 = 2304
47! 47! 47!
(h-2)  (n-3)
b) (n—l)! + (n—2)! ,zan=3
Ako je n:3,ondaje(( ))' E ; % %:g

Za n>3 vrijedi
(h-2) (n-3y_  (n-2) (h-3) _ 1 1 2n-3

(h-1¢ (n-2) (n-1)(n-2) (n—3)(n—2)!_n—1+n—2=(n—1)(n—2)'

Primjer 2. RijeSimo jednadzbe:

(2n) _ 200N
(2n-3)  (n-2)
Primijetimo da je n> 2.
Jednadzbu mozemo zapisati kao

a)

faktorijeli




2n(2n-1)(2n-2)(2n-3) _ 20(n(n-1)(n - 2)
(2n-3) (n-2) '

Dobivamo

2n(2n-1)2{n-1) = 20h(n-1),

P

n=3.

n_8n-1)

(h-3)  (n-2)

Primijetimo da je n> 3.

b)

. . L nin-
JednadZzbu moZzemo zapisati kao

Dobivamo

n(n-2)=8,

odnosno

n>-2n-8=0

izCegaje n, =4 i n,=-2 pa je rieSenje jednadzbe n=4.

1.2.2. BINOMNI KOEFICIJENTI

Neka je n prirodan broj, a k prirodan brojili 0 i k < n. Binomni koeficijent

y . nj. .. n n!
oznadavamo simbolom (kj i definiramo: (kj =

ki(n—k)'
i=

(nj _n(n-2)(n-2)0..fn-k +1) .

k k!

Za k =0 dobivamo:

Primijetimo da je:

Osnovna svojstva binomnih koeficijenata

1 (:j:(nﬁkj,k:o,u ..... .
- (EJJr(krll]:

Svojstva dokazujemo direktnim raspisivanjem lijeve i desne strane nakon ¢ega
ustanovimo da vrijedi jednakost.

Primjer 1. lzraCunajmo:

binomni
koeficijent




nj_ﬂ(n! n(n- 1)'_

n-1) (n-1)

Primjer 2. IzraCunajmo:

a) 8 = 8 —Q—ZS
6 2) 12

15 15
b) = % =105
13 2 12

JANRE
o (e

Primjer 3. RijeSimo jednadzbe:

@ ()

Jednadzbu mozemo zapisati u obliku

20, (nn!_ . 4J(Eln:ll)l . (primijetimo da je n= 4),

iz ¢ega slijedi

0=3l0-2f0-3f01-4) _ (v+3r-n-2o-3)
(n-4) (n-3)

Dobivamo 2(n-3)=n+1, odnosno n=7.

b) @ +@ =15(n-1)

JednadZbu moZemo zapisati u obliku

(nn' 3) 2.( - -2) =15(n-1) (primijetimo da je n=3),
Iz(cega)l(sllje(;(| ) ( )( )
n-1)(n-2)(n-3) . n(n-1)(n-2)
6(n-3) 2(n-2) =15(n-1)

Dobivamo n(n-2)+3n=90,

odnosno n®+n-90=0
iz Cega slijedi n, =9 i n, =-10 pa je rjeSenje jednadzbe n=9.
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1.2.3. BINOMNI POUCAK

Binomni koeficijenti su definirani kao broj nac¢ina da od n objekata izaberemo
njih k. Lako se Citaju iz Pascalovog trokuta .

Zapisimo koeficijente koji se pojavljuju pri raCunanju (a+ b)n za:

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

n=6 1 6 15 20 15 6 1

n="7 1 7 21 35 35 21 7 1
n=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Dobivena shema brojeva naziva se Pascalov trokut prema matematicaru koji je
povezao koeficijente trokuta s binomnim koeficijentima:

Matemati¢kom indukcijom moZzZe se dokazati da vrijedi binomna formula
(poucak):

(a+b)" = Mae +| " lamtbt +] Mar oz 44| T latot+| " fath
0 1 2 n-1 n
lli krace
(a+b)" :Z(nja”‘kbk, nUN
o\ K

oy N n) . - . .
pri Cemu Clan (kja” *b* nazivamo op éim &élanom binomnog razvoja

Primjer 1. Primjenom binomne formule prikazimo:

o e[S (e GG

= x° +5@x* +1009x° +10[27x* + 5[B1x + 243 =

Pascalov
trokut

binomna
formula

opéi ¢lan
binomnog
razvoja
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= x> +15x* + 90x® + 270x? + 405x + 243

_ 4_44_ 0 43_1 42_ 2 41_ 3 40_ 4 _

b) (x y)—OX(y)+1X(y)+2X( yP+ Iy ] XOy) =
=x' —4x’y +6x°y* —4xy® +y*

20
Primjer 2. Odredimo 17. ¢lan u razvoju binoma [xz —lj :
X

17. ¢lan u razvoju binoma dobivamo za k =16. Formula opéeg ¢lana binomnog
razvoja daje nam:

20 y 20
(Xz)zo lG(_lj _ 8 EI% _ 2001911817 = 48:15'
16 X 4 X 1234 X

Primjer 3. Odredimo koeficijent uz a®b® u (a2 +b3)5.

Op¢i &lan u binomnom razvoju ima oblik (a(az)s_k (0°) .1z (@2 ™ (0°) = a%b®

5
dobivamo da je k = 2. Trazeni koeficijent je (ZJ =10.

22
. .y L 1 .
Primjer 4. Kaoji ¢lan u razvoju binoma (—2+\4/a3j ne sadrzi a?
a
Opéi ¢lan u binomnom razvoju ima prikaz:

2] (2

Zelimo odrediti takav k da se u &lanu binomnog razvoja pojavi a°. Slijedi:

—44+2k+§k20

pa je k =16, odnosno rije€ je o sedamnaestom c¢lanu.

1.3. SKUPOVI BROJEVA
1.3.1. SKUP REALNIH BROJEVA
Uvedemo |li oznake:

N ... skup prirodnih brojeva
Z ... skup cijelih brojeva

Q ... skup racionalnih brojeva
. skup iracionalnih brojeva
R ... skup realnih brojeva

vrijede skupovniodnosit N O Z O Q OR i R=QUI i QNI =@.

skupovi
brojeva
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1.3.2. SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA

Ponovimo najprije Sto smo u skupu kompleksnih brojeva naucili u drugom
razredu.

Jednadzba x* = -1 u skupu realnih brojeva nema rjedenja. Naime, ne postoji
realni broj x sa svojstvom da je njegov kvadrat jednak —1. Za svaki realan broj x

vrijedi da je x* =1. Namece se potreba da skup realnih brojeva prosirimo tako
da jednadzba x* = -1, injoj sli¢ne jednadzbe u prodirenom skupu imaju
rieSenja.

Da bismo proSirili skup realnih brojeva, potrebno je rijesiti jednadzbu x> =-1. U
tu svrhu ¢emo broj Ciji je kvadrat jednak -1 oznaditi s i, tj.

i?=-1.
Broj oznacen s i =+/-1 naziva se imaginarna jedinica .

Brojeve oblika yi, gdje je y realni broj, a i imaginarna jedinica nazivamo
imaginarnim brojevima

Kako je skup kompleksnih brojeva proSirenje skupa realnih brojeva, on mora
sadrzavati realne brojeve. Zelimo li da raéunske operacije naslijede svojstva
racunskih operacija u skupu realnih brojeva, dolazimo do oblika kompleksnog
broja koji ¢e ispunjavati navedene zahtjeve.

Kompleksan broj je broj oblika z = x+ yi, gdje su x iy realni brojevi.
Oblik x+yi nazivamo standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja.

U kompleksnom broju z = x+ yi realni broj x je njegov realni dio, a realni brojy
njegov imaginarni dio. Oznake:
X= Re(z)

y =1m(z).

Skup kompleksnih brojeva ozna¢avamo slovom C.

1.3.2.1. TRIGONOMETRIJSKI PRIKAZ KOMPLEKSNOG BROJA

Svakom kompleksnom broju z = x+yi mozemo pridruZiti ureden par (x, y),
odnosno to¢ku M(x, y) u ravnini. Vrijedi i obrnuto, svakoj to¢ki ravnine mozemo
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pridruziti jedan kompleksan bro;j.

Na taj nacin definirano pridruzivanje daje mogucnost proucavanja kompleksnih
brojeva kao toCaka kompleksne ili Gaussove ravnine .

Na apscisi su smjesteni svi realni brojevi pa je nazivamo realna os, a na ordinati
svi imaginarni brojevi pa je nazivamo imaginarna os.

Neka je kompleksni broj z=x+yi, z# 0 prikazan u kompleksnoj ravnini to€kom
M (x, y). Oznacimo sa r udaljenost to €¢ke M od ishodiSta kompleksne

ravnine , a sa ¢ kut Sto ga zatvaraju pozitivni dio realne osi i pol upravac
toékom M s po éetkom u ishodiStu

o
imaginarna os

realna os
T T T

|
|
|
|
|
0 X

Za koordinate toCke M vrijedi:

X=rcos¢g, y=rsing, 0<¢<2n
r=yx*+y*, r=0
tgp=2, x#0
X

Tada kompleksni broj z (z # 0) moZemo zapisati kao:
z=x+yi=rcosg+rising =r(cosg +ising).
Zapis
z=r(cosg +ising)

nazivamo trigonometrijski zapis kompleksnog broja  , pri ¢emu je
r =4/x*+y> modul kompleksnog broja  (oznaka |z| =r), a kut ¢ argument
kompleksnog broja za koji vrijedi 0< ¢ <271 (oznaka ¢ =argz).

Primjer 1. Odredimo modul i argument kompleksnog broja z

1 /N | 1 n
a) z=—|cos—+isin—|, r==, §=—
2 3 3 2 3
b) z=cosn+isnn, r=1, ¢=n
c) zzﬁ(cos%ﬂﬂsin%j, r=+/3, ¢=%n

trigonome-
trijski prikaz
kompleksnog
broja
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Primjer 2. Odredimo trigonometrijski prikaz kompleksnog broja z

a) Broju z=+/3+i pridruzena tocka M (\/§ 1) nalazi se u |. kvadrantu.

r=lg=yV3 +1? = A= 2|@¢=jL 3 ¢=%.

Trigonometrijski prikaz broja zima oblik z = Z[COS]—T+ i sinzj :

b) Broju z=-1-i pridruzena to¢ka M(-1,-1) nalazi se u lll. kvadrantu.
r :|z|: (-1)? +(-2) =2 i tgg ::_1:1 — ¢:5_77_
V4

Trigonometrijski prikaz broja zima oblik z= \/5(00357 +i smjj

c) Broju z=-3 pridruZenaje toCka ( )
r=|4=40%+ —3|tg¢——=i
3 3

Trigonometrijski prikaz broja zima oblik z = 3(003? +i sm;j

¢__

d) Broju z =1 pridruZena je todka M (1,0).
r=M=JF+02=1i@¢=%=O = ¢=0.
Trigonometrijski prikaz broja zima oblik z=cosO+isin0.

e) Broju z=1+i"%

kvadrantu.
r :|z|:1[12+(—1)2 :\/E i tg@ :_le—]_ = ¢:7_477

Trigonometrijski prikaz broja zima oblik z= \/E[COS%T+ i sm%Tj

=1+i%® =1-i pridruzena to¢ka M (1,-1) nalazi se u IV.

Primjer 3. Zadane brojeve zapiSimo u trigopnometrijskom obliku:

T TT
a) z=-3 cos—-isin—
3( 7 7)

Buduci je r = 0najprije imamo z= 2(— cos%r+ i sin%rj :
Trazimo kut ¢ takav da je cos¢ = —cosg i sing = sing, odnosno kut u

Il. kvadrantu: ¢ = n—g = 6772 pa je trigonometrijski prikaz zadanog

. 2( 6rmr . . 671)
broja z=3 cos— +isin— |.
7 7
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b) z= —2cos£ - Zsinﬁ
8 8

" L /4
Bududi je r = 0najprije imamo z= 2(— cosg—lsmgj.
Trazimo kut ¢ takav da je cos¢ = —cosg I Sing = —sing, odnosno kut u

lll. kvadrantu: ¢ = n+§ = %2 pa je trigonometrijski prikaz zadanog

. o 977)
broja z=2 cos— +isin—
8 8

1.3.2.2. MNOZENJE | DIJELJENJE KOMPLEKSNIH BROJEV A

Trigonometrijski prikaz kompleksnih brojeva pokazuje se vrlo prakti¢an pri
mnozenju i dijeljenju kompleksnih brojeva.

Neka su z, =r,(cosg, +ising,) i z, =r,(cosg, +ising,). Tada je

2, [z, =7, [, (cos(g, + ¢,) +isin(g, +¢,)).
Kompleksne brojeve prikazane u trigonometrijskom ob liku mnozimo tako

da im pomnozimo module, a argumente zbrojimo:
|21 &2| =r [,

ag(z [z,)= ¢, +4,.

Ako je ¢ = ¢, +¢, > 2/, onda za argument uzimamo ¢, +¢@, — 217

Primjer 1. Pomnozimo kompleksne brojeve:
a) z :\/E(cos?’—ﬂﬂsins—ﬂj iz, =\/§(cos£+isin7—7j
4 4 8 8
37T Vg 3mr 117 117
[z, co +isinf —+ cos—— +isin—
§ [EF( { j (4 SB 12 12)

b) z =-1-iv3 i z, =1(cos£n+isin£Tj
2 6 6
ZapiSimo najprije broj z, u trigonometrijskom obliku:

z, = 2(0054—”+|sm4—j Sada je:
3 3
Z1Q2ZZG]_- co 4_7T+£7T +isn 4_7T+£]T COS&T+IS|H@—
3 6 3 6 6 6

17 77
=cos— +isin—
6 6

mnozenje
kompleksnih
brojeva
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Neka su z, =r,(cosg, +ising,) i z, =r,(cosg, +ising,). Tada je

z :i(cos(¢1 -¢,)+isin(g, - 4,)).

ZZ 2

Kompleksne brojeve prikazane u trigonometrijskom ob liku dijelimo tako
da im podijelimo module, a argumente oduzmemo

al-h

ZZ I’.2 ’

Ako je ¢ = ¢, — @, <2, onda za argument uzimamo ¢, +¢, + 277 .

Primjer 2. Podijelimo kompleksne brojeve:

3 .. 3. n .. 7
a =43 cos—+isih— |1 z, =coS— +iSn—
)z \/—( 4 4) 2 3 3

i:ﬁ(cog{y—l—z}+isn(3n ITJJ \/§(COS5—]T+|Sn5_7Tj
4 3 4 3 12

z, 1 12

b) z = \/_(COS—+IS|H%TJ | zzz—l—li

2 2
ZapiSimo najprije broj z, u trigonometrijskom obliku:
z, = \/E coss—”+|sm5— Sada je:
2 4 4
izﬁ co 5—”—5—ﬂj+isin(5—ﬂ—5—”j 2(005—5ﬂ+|sm—_5”j
z, 2 6 4 6 4 12 12
2
fm . . Im
=2 cos—+isin—
( 12 12)

1.3.2.3. POTENCIRANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Kao neposredna posljedica mnozenja kompleksnih brojeva zapisanih u
trigonometrijskom obliku slijedi:

=r"(cosng +isinng).
Formulu za potenciranje kompleksnih brojeva u trigonometrijsko m obliku
nazivamo Moivreova formula za potenciranje kompleksnih brojeva.

Iz dobivenog rezultata Citamo:

n n

:r’

z
arg(z”): ng, 0<ng<2n

dijeljenje
kompleksnih
brojeva

potenciranje
kompleksnih
brojeva
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Primjer lzraCunajmo:

a) z' akoje z:@+1i
2 2

Trigonometrijski prikaz broja kojeg potenciramo je: z= cos%+ i sin%.

Sada je:
7% = 1101(c031015g +isin101 ng = 00517 4 gin 107 -
on . . on
=Ccos— t+i1sin—

J3

b) 2 akoje z=++3
2772

Trigonometrijski prikaz broja kojeg potenciramo je: z= cosg+ i sin%.
Sada je:
z7% = 1‘1°(cos(—10) %+ isin(-10) %j = cos_130ﬂ+ isin _130” =

2n . . 271
=CcoS— +isin—

1.3.2.4. KORJENOVANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Za izraCunavanje korijena kompleksnog broja koristimo Moivreovu formulu za
korjenovanje kompleksnih brojeva u trigonometrijsko m obliku :

q/}:ﬁ[cos¢+2k”+isan¢+2k”j, k=012,...,n-1
n n

n-ti korijen kompleksnog broja ima n razlicitih vrijednosti. Tih n kompleksnih
brojeva u kompleksnoj ravnini su vrhovi pravilnog n-terokuta kojemu je opisana

kruZnica polumjera duljine W

Primjer lzraCunajmo:

a) §-64
Neka je z=-64. ZapiSimo broj z u trigonometrijskom obliku:
z=64(cosr+isinm).
Prema Moivreovoj formuli imamo:

§/-64 = \/a[cos n+62k77+ isin n+62knj , k=012345.

korjenovanje
kompleksnih
brojeva
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k=0: ZO=2[COS]—T+iSin7—Tj=\/§+i,
6 6
/R .
k=1: =2 cos—+isin— |=2i,
4 [ 2 2j
Kk=2: z(cos—+|sm?j -V3+i,
k=3: —2[cos7—n+|sm—J=—x/_—|
- 6 6
3 3 .
=4: z cos— +isin— [=-2i,
=4 22400 risndl)-

k=5: 2z = 2(cos%”+|sm%7j—\/§—i.

Uoc¢imo da dobiveni kompleksni brojevi imaju isti modul, tj. jednako su
udaljeni od ishodista. To znaci da se u kompleksnoj ravnini nalaze na
kruznici sa sredistem u ishodisStu i polumjera 2 (slika lijevo):

b) 27

Neka je z=27i. ZapiSimo broj z u trigonometrijskom obliku:
z= 27(cos£+ i sin’—Tj .

2 2
Prema Moivreovoj formuli imamo:

7—7+2kn 7—T+ 2k

327 =3/27 0052T+isin2 , k=012.
k=0 20:3(c05—+|sn—j:—3+§|,
2 2
) Y/ 5 3 3.
k=1: z =3 cos—+isn— |=——+—i,
6 6 2 2
3 3 ,
=2. Z cos— +isin— [=-3i.
c=2: 2, =4 o0s%T+isn%T)-

Dobiveni kompleksni brojevi se u kompleksnoj ravnini nalaze na kruznici
sa srediStem u ishodiStu i polumjera 3 (slika gore desno).
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ZADACI ZA VJEZBU:

1. Matematickom indukcijom dokazite za svaki prirodan broj:
a) 2+4+6+8+---+2n=n(n+1),
b) —1+3+7+---+(4n-5)=n[f2n-3),
C) 2+6+18+.--+2@""'=3"-
d) 5+8+11+---+(3n+2)=%n[63n+7),
e) 13+33+53+-~-+(2n—1)3:nZE(ZnZ—l),
f) 22+62+102+-~-+(4n—2)2:gntﬂ4n2—1).

2. RijeSite jednadzbe:

) g g ){n 3] (3
= R 9937
) ETB' 20, 0 (gj=l—‘;tﬁ:fg

3. Prikazite pomocu binomne formule:
a) (x4 + 2x3)7 =

b) (¢-3¢f =
c) (3+3) =
d) (L-i) =

4. Odredite 20. ¢lan u razvoju binoma

=
ot

6. Koji ¢lan u razvoju binoma (\/_ \/_ sadrzi a®?

5. Odredite 18. ¢lan u razvoju binoma (

><oo| N

[}

7. Koji €¢lan u razvoju binoma (@+ij ne sadrzi a?

Ya
8. Kompleksne brojeve napisite u trigonometrijskom obliku:
a)z:—§+%i, b) z =~/3+i, c)z:—?—%i, d) z=1%%.

9. IzraCunajte:
A : _ 2T . . 277) o
a) L akoje z =4 cos=—+isin==| i z,=1-i/3,
) . je z 4( 2 Y

) T, TT . 1 137 . . 137
b ako je =2 cos——-isin—| i = | cos +isin ,
) 2% akoje 724 cos-isn7 | i 7= cos' +isn Y|
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TRk

d) akoje z=2V3-2 i z,=

77 a
i

2. NIZOVI

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Sto je niz? Gdje nizove susreéemo u svakodnevnom Zzivotu? Za koji niz kazemo da je
aritmeticki? Za koji niz kazemo da je geometrijski?

2. Sto je grani¢na vrijednost ili limes niza i kako ga raéunamo?

3. Sto je red? Koji je primjer reda u svakodnevnom Zivotu?

2.1. POJAM NIZA. ZADAVANJE NIZA

U svakodnevnom govoru pod pojmom niza podrazumijevamo poredanu skupinu
bilo kakvih objekata (biseri u ogrlici, ku¢e oznacene i poredane po brojevima i
sl.)

Niz u skupu Sje svaka funkcija a:N — Skoja prirodnom broju n pridruzuje
element a, skupa S tj. a(n)=a, .
Oznake: (a,) ... oznaka niza

a op¢i Clan niza

n "*

Ako je S IR, onda govorimo o nizu u skupu R ili nizu realnih brojeva.

Primjer 1.

a) Niz prirodnih brojeva: a:N — N, a(n): n,a,=n.
a=1a=2,a=3, a,=4,..

b) Niz parnih prirodnih brojeva: a:N — N, a(n)= 2n, a, =2n.
a=2,a=4,a,=6, a,=8, ...

c) Niz neparnih prirodnih brojeva: a:N — N, a(n): 2n-1, a, =2n-1.
a=1,a,=3, a=548,=7, ...

Primjer 2. Za napisana prva tri Clana niza pokusajte odrediti barem dva logicna
nastavka niza (kao u testu domisljatosti):

a) 1,2, 4,
b) 1,1,2,
c) 1,01,

niz
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Uocavamo da se niz bez opc¢eg ¢lana moZe nastaviti na bilo koji nacin. S prvih
nekoliko ¢lanova niza niz nije jednoznac¢no odreden. O njegovom opcéem cClanu
moZemo samo VviSe ili manje logi¢no nagadati.

Nacini zadavanja niza :

1. Niz je odreden ako mu je zadan op¢i €lan.

2. Niz mozemo zadati pomocu rekurzivnih formula u kojima se €lanovi niza
zadaju pomocu vec prije definiranih ¢lanova niza. Zavisno od rekurzivne
formule, ponekad je potrebno zadati viSe od jednog pocetnog ¢lana niza.

Primjer 3. Odredimo nekoliko prvih ¢lanova niza zadanih op¢im ¢lanom:

a) an:n+1
n+2
_2 _3 _4 _ 5
Mg BTy BTy ATy
b) a,=2T"
e T
AT RTy BTy BT
c) a,=2"
a=ligol ool 1
2" 7% 4" % 8" 16’
d) an:\_\/n2+nj
a,=1,a,=2 a=3, 3, =4, ..

Primjer 4. NapiSimo prvi, peti, trinaesti i trideset i drugi ¢lan niza zadanog

v x n
op¢im ¢lanom a, = ——.
n+1

8 =0, 8550 A = B =

Primjer 5. Odredimo prvih pet ¢lanova niza zadanog rekurzivnom formulom:
a) a,=a,, +n, a =1
a,=3,a=6,a,=10, a, =15
b) a,=\a,a,,,a=1a=2
8, =2, a, =22 =48, a =32
c) a,=a ' -nl&_,, a=a,=1,n>3
a,=-2,a,=0, a;=10.

nacini
zadavanja
niza
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Primjer 6. Fibonaccijev niz

Nekaje a =1, a, =1, a, =a,, +a,_,, n=3. NapiSimo prvih 13 ¢lanova ovog
niza:
1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89.

Daniel Bernoulli je poCetkom 18. stolje¢a nasao formulu za opci ¢Clan
Fibonaccijevog niza:
1[(1+45) (1-45)
a,=—||—| -|—
\J5 2 2

Lako je pokazati da je omjer ¢lana Fibonaccijevog niza i njegovog prethodnika
jednak 1.618... Sto je to€no omjer zlatnog reza . Upravo zbog toga Fibonaccijev
niz susre¢emo u velikom broju primjera iz svakodnevnog Zivota.

Postoje i nizovi za koje ne znamo formulu opéeg ¢lana niti rekurzivnu ralaciju
izmedu ¢lanova niza. Takve nizove mozemo zadati opisom.

Primjer 7. Neka je a, n-ta znamenka decimalnog prikaza broja
n=31415928... Tadaje a, =1, a, =4, a, =1, a, =5, ... Niz je potpuno

odreden, a po potrebi jednim od poznatih algoritama mozemo izracunati velik
broj ¢lanova ovog niza. Tako je npr. a,, =8.

2.2. ARITMETICKI NIZ

Niz je aritmeti ¢ki ako je svaki €lan niza, poc¢evsi od drugog, jednak prethodnom
Clanu uve¢anom za konstantu d, tj.
a,, =a,+d.

Broj d naziva se diferencija (razlika) aritmeti €kog niza (a-niza).
d = an+1 - an

Aritmeticki niz jednoznacno je odreden ako znamo njegov prvi €lan a, irazliku
niza d.

Ako je d >0, niz je rastudi, tj. a,,, > a,.
Ako je d <0, niz je padajuci, tj. a,,, <a,.
Ako je d =0, onda je niz konstantan, tj. a, =a, =a, =...=a, =...

Zasto naziv niza : aritmeti¢ki niz?

Kakoje a,-a,, =d ia,,—-a,=d toje a,—a,, =a,,, —a, Sto daje

Fibonaccijev
niz

aritmeti ki
niz

razlika
aritmeti ¢kog
niza

naziv niza
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- an—l + an+1

an
2

Svaki Clan aritmeti¢kog niza (osim prvog) jednak je aritmeti ¢koj sredini dvaju
susjednih ¢lanova (prethodnika i sljedbenika).

Izvedimo formulu opéeg ¢lana aritmeti¢kog niza:
aQ
a,=a +d
a, =a, +d =a,+2d
a, =a, +d =a,+3d
a; =a, +d =a,+4d

a, - a,_ +d=a+n-1)d

Opéi €lan aritmeti €kog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik:
a, =a,+(n-1)d.

Tvrdnju dokazujemo matemati¢kom indukcijom.

Primjer 1. Odredimo dvadeseti ¢lan aritmeti¢kog niza 5, 9, 13, 17, ...

Prvi €lan niza je a, =5, a razlika niza d =9-5=4 pa je:
a,, =a +19d =5+19[4 =81.

Primjer 2. Peti ¢lan aritmetickog niza je 19, a deseti ¢lan 39. Odredimo prvi
¢lan i razliku niza.

Zapisimo peti i deseti &lan u obliku a, =a,+(n-1)d, tj. a, =a,+4d =19,
a,, =a,+9d = 39. Odredimo rjeSenje sustava:

a, +4d =19
a, +9d =39
Dobivamo a, =3 i d =4 pa je trazeniniz 3, 7, 11, ...
. . . e . a ta;=24
Primjer 3. Odredimo aritmeticki niz ako je: .
a, (A, =60

Zapigemo li dane &lanove aritmeti¢kog niza u obliku a, =a,+(n-1)d , dobivamo
sustav:
a +ta +4d =24
{(a1 +d)(a, +2d)=60’
Cije jerjeSenje a, =-2i d =7 pajetrazeniniz-2,5, 12, ...

opéi ¢lan
aritmeti ¢kog
niza
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Odredimo sada formulu za zbroj prvih  n €lanova aritmeti €kog niza .
Neka je zadan aritmeticki niz a,, a,, a,, ..., a,, a,,,, ... - Oznacimo sa S, zbroj
prvih n ¢lanova niza. Tada je:
S,=a ta,+ta; +...+a, +a,,
alii
S, =a,+ta_t...ta,+a, +ta,,
odnosno
S, =a+(a +d)+...+(a +(n-2)d)+(a, +(n-1)d),
S, =a,+(a, -d)+...+(a, - (n-2)d)+(a, - (n-2)d).
zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo
2S, =(a, +a,)n
te je

S =2 (a+a,).

Kako za op¢i Clan aritmeti¢kog niza vrijedi formula a, =a1+(n—1)d zbroj prvih n
¢lanova aritmeti¢kog niza mozemo racunati po formuli:

S, :g[Za1 +(n-1)d].

Primjer 4. Koliko ¢lanova aritmetickog niza — 9, — 6, — 3, ... treba zbrojiti da
zbroj bude 667

Radi se o nizu kod kojeg je prvi ¢lan a,= -9, razlika niza d =3 i zbroj prvih n
¢lanova niza S, = 66.

Kakoje S, = g[Za1 +(n-1)d] treba odrediti n iz jednadzbe:

g[—18+ (n-1)c3] = 66,
tj.
n®>-7n-44=0.
RjeSenja jednadzbe su n, =11, n, = —4. Broj ¢lanova niza je pozitivan broj,
dakle treba zbrojiti 11 ¢lanova niza da se dobije zbroj 66.

Primjer 5. Razlika aritmeti¢kog niza s kona¢nim brojem ¢lanova je 2, a zbroj
njegovih ¢lanova iznosi 28. Prvi €lan niza jednak je broju ¢lanova niza. Koiji je to
niz?
Rije¢ je o nizu za kojije d =2, S, =28 i a,=n. Kako je S, =g(a1 +a,) i
a, =a,+(n-1)d =n+(n-1)2=3n-2, dobivamo jednadzbu:

Dn+3n-2)=28,

2
tj.

2n* -n-28=0

suma prvih n
¢lanova
aritmeti ¢kog
niza
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RjeSenja jednadzbe su n, =4, n, = —g. Broj ¢lanova niza je pozitivan broj,

dakle rijeC je o nizu Ciji je prvi Clan a,=4 irazlika d =2, tj. o nizu 4, 6, 8§, ...

Zelimo sada izmedu dva zadana &lana a i b nekog niza interpolirati (umetnuti)
r €lanova (brojeva) tako da dobiveni niz bude aritmeticki niz Ciji je prvi €lan a, a
posljedniji ¢lan b, tj.
a, X, Xy, X3, oeny X, D
Za dobiveni niz vrijedi: a,=a, a,=b i n=r +2. Odredimo razliku J dobivenog
niza:
b-a
r+1

a,=a+(n-1)0 = b=a+(r+2-10 = o=

Primjer 6. Izmedu brojeva 7 i 35 treba umetnuti Sest brojeva koji ¢e sa zadana
dva Ciniti osam uzastopnih ¢lanova aritmeti¢kog niza.

Za trazeni niz vrijedi a=7, b=35 i r =6 pa je razlika tog niza
5:B 357 4, odnosno trazeniniz je 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35.
r+1 6+1

2.3. GEOMETRIJSKI NIZ

Niz je geometrijski ako je svaki ¢lan niza, po€evsi od drugog, jednak
prethodnom ¢lanu pomnozenom s konstantom q # 0, tj.

a.,=a, @, n=1

Broj g naziva se kvocijent (koli €nik) geometrijskog niza (g-niza).
q=2m
.

n

Geometrijski niz jednoznacno je odreden ako znamo njegov prvi €lan a, i
kvocijent niza q.

Zasto naziv niza : geometrijski niz?

. a . a . a _a
Kakoje —=qi "t =q toje — =—" odnosno
a'n—1 an a'n—l a

n
an = V a‘n—l |}'ml '

Svaki ¢lan geometrijskog niza (osim prvog) jednak je geometrijskoj sredini
dvaju susjednih ¢lanova (prethodnika i sljedbenika).

interpolacija

geometrijski
niz

kvocijent
geometrijskog
niza

naziv niza
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Primjer 1.

a) Niz brojeva 3, 6, 12, 24, 48, ... je geometrijski niz. Prvi ¢lan niza je
a, = 3, a kvocijent niza q :g =2.
b) Niz brojeva -2, -6, —18, — 54, — 162, ... je geometrijski niz. Prvi ¢lan
o N . -6
niza je a, = -2, a kvocijent niza q =_—2 =3.

c) Niz brojeva 1, —1, 1 —E, i ... je geometrijski niz. Prvi €lan niza je
2 4 8 16

a, =1, a kvocijent niza q = —%.

Niz brojeva u kojemu su ¢lanovi s neparnim indeksima pozitivni brojevi,

a Clanovi s parnim indeksima negativni brojevi ili obrnuto nazivamo

alternirajuc¢im nizom.

d) Ako je q=1, onda geometrijski niz prelazi u niz a,, a,, a, a,, ... Za
takav niz kazemo da je konstantan niz.

Izvedimo formulu opéeg ¢lana geometrijskog niza:

a

a, =a, [f

aQ =a @]:aﬁlz
a, = a, [ =a,[q’

a; = a, Lo =31EI4
an = an—1 m :allﬁn_l

Opéi €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a, i kvocijentom q ima oblik:
a, =a,[q"".

Tvrdnju dokazujemo matemati¢kom indukcijom.

Primjer 1.

a) Odredimo Cetvrti ¢lan geometrijskog niza kojemu je prvi ¢lan niza
. N 1
a, =—6 i kvocijent q = ~5

Primjenom formule za opc¢i ¢lan geometrijskog niza dobivamo:

1)’ _3
a4 :a1@3:—6[€—§j :Z.

b) Odredimo petnaesti ¢lan geometrijskog niza kojemu je prvi €lan niza

a, =64 i kvocijent g :%.

opéi ¢lan
geometrijskog
niza
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Primjenom formule za opci ¢lan geometrijskog niza dobivamo:

—allﬁ:m 64[@ j — 26 m—l4 — 2 8 - 2;6

Primjer 2. Odredimo geometrijski niz €iji je drugi ¢lan 24, a peti 81.

Zapisimo drugi i peti ¢lan u obliku a, =a,[q"™, tj. a, =a,[q =24, a, =a,[q* =81.
Odredimo rjeSenje sustava:

a, [ =
a, [4* =81
Izrazimo li iz prve jednadzbe sustava a, dobivamo a, = 24 Sto uvrSteno u drugu
q
jednadzbu daje %m =81, odnosno g —% Slijedida je g —§ I a —ﬁ =16.
5

Trazeni geometrijski niz je 16, 24, 36, ...

.. . e e . . a4 _a6= 756
Primjer 3. Odredimo geometrijski niz ako je: .
a, —a; =432

Zapisemo li dane ¢lanove aritmeti¢kog niza u obliku a, =a,[@"", dobivamo
sustav:

ag’-aq° =756
aq’ -aq’ =432’

{ ¢*(L-q?)=756
2,q°(1-q) =432
Iz druge jednadzbe dobivamo a,q° —% Sto uvrsteno u prvu jednadzbu daje

odnosno

% ffL-q)1+q) = 756

Cije je rjeSenje @ =§. Dalje dobivamo a, =1024 Cime je jednoznacno odreden

geometrijski niz.

Odredimo sada formulu za zbroj prvih n €lanova geometrijskog niza
Neka je zadan geometrijski niz a,, a,, a;, ..., a . Oznadimo sa S, zbroj
prvih n ¢lanova niza. Tada je:

S, =a ta,+ta; +...+a,,

ny ***

odnosno
S,i=a+talg+a g’ +. . +a ™.
Mnozenjem izraza za S, sa qi oduzimanjem od S, dobivamo:

zbroj prvih n
¢lanova
geometrijskog
niza
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ql8, =a [G+a, [’ +a [0 +...+a [q"
S, —als, =a,-a, ",
odnosno
s,i-a)=a-q"),
te je

n

S, =g~ @

, q#1.

Kako za op¢i &lan geometrijskog niza vrijedi formula a, =a,[q"™" zbroj prvih n
¢lanova geometrijskog niza mozemo racunati po formuli:

S = a ~—aq _
1-q
- _— . . 1 1 1 1
Primjer 4. Kaoliko ¢lanova geometrijskog niza 2, —1, > T2 3 1 treba

zbrojiti da zbroj bude % ?

Radi se o nizu kod kojeg je prvi ¢lan a,= 2, kvocijent niza g = —% i zbroj prvih n

Clanova niza S, :?_G?I' Tada je

odnosno
iz Cega slijedi

Zbroj prvih 8 Clanova geometrijskog niza jednak je g

Primjer 5. U geometrijskom nizu odredimo niqako je a,=3, a,=9 i S, =189.

_a-ad

Primijenimo li formulu za zbroj prvih n Clanova geometrijskog niza S, 1
-q

dobivamo 189 = 3-94q iz Cega slijedida je q=2.

Iz formule za opci élan geometrijskog niza a, =a,[q"" dobivamo 96 = 3[2"",
odnosno 2"* =32 iz egaje n=6.
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Zelimo sada izmedu dva zadana élana a i b nekog niza interpolirati (umetnuti)

r ¢lanova (brojeva) tako da dobiveni niz bude geometrijski niz €iji je prvi ¢lan a,
a posljednji ¢lan b, tj.

a, X, Xy, X3y oeny X, D
Za dobiveni niz vrijedi: a,=a, a,=b i n=r +2. Odredimo kvocijent p
dobivenog niza:

b:amwz—l:al:prﬂ — pr+1:g — p:r£ )

Primjer 6. Izmedu brojeva 3 i 19683 treba umetnuti sedam brojeva koji e sa
zadana dva Ciniti devet uzastopnih ¢lanova geometrijskog niza.

Za trazeni niz vrijedi a=3, b=19683 i r =7 pa je kvocijent tog niza

_ \F_ 19683
p_r+—_8
a 3

2.4. LIMES NIZA. TEOREMI O LIMESIMA

=§/6561 = 3, odnosno traZeni niz je 3, 9, 27, ...

2.4.1. LIMES ILI GRANI €NA VRIJEDNOST NIZA

Primjer 1. Sto se dogada s &lanovima niza (an) zadanog op¢im ¢lanom za
velike vrijednosti broja n?

a) a,=

10"
Napisimo prvih nekoliko ¢lanova zadanog niza: a, =0.1, a, =0.01,
a, =0.001, a, =0.0001, ... UocCimo da Clanovi niza teze prema nuli.

b) a = n-1
n
o . - . 1 2
NapisSimo prvih nekoliko Clanova zadanog niza: a, =0, a, ZE’ a, =§,
3 9 ” . . . :
a, :Z’ ey Qg :1_0' Uocimo da Clanovi niza teze prema broju 1.

Zaniz (an) realnih brojeva kazemo da je konvergentan ako postoji realan broj
atakav da niz (a,) teZi broju a kada n neograniteno raste. Tada kazemo da je a
limes ili grani €na vrijednost niza i piSemo lima, =a.

n- o

Za niz koji nije konvergentan kazemo da je divergentan .

Vazno: Konvergentan niz ima samo jedan limes.

interpolacija

konvergentan
niz

limes niza

divergenta niz
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Primjer 2.

a) Niz zadan op¢im Clanom a, :1—1;n :
Napisimo prvih nekoliko ¢lanova zadanog niza: a, =0, a, = 1%
a, = 99 , a, = 999 , ... Clanovi niza teZe k broju 1, niz je konvergentan.
100 1000

Limes zadanog niza je 1, . Iim(l—%j =1.

n- oo

b) Niz—2,2,-2,2,-2, ... zadan op¢im &lanom a, =(-1)" [2 ima dvije
tocke gomilanja. Niz je divergentan. Niz nema limes.

c) Nizl,2,3,4,5, ... zadan op¢im ¢lanom a, = n neograniceno raste, ali
po dogovoru piSemo lima,, = . Kazemo da niz tezi u beskonacno.

n- oo

KaZemo da je niz (a,) nul-niz ako je lima, =0.

n- o

Ako je lima, = o (niz (an) neograni¢eno raste), onda vrijedi Iimi =0 (niz
n-o 8

n-oo

1). .
(—j je nul-niz).
an

n

neograni €eno rastu €i nizovi nul-nizovi
1
n“, nkON —
n
1
k -
n
Un i
K 1
k,mON X
nm
logn 1
logn

2.4.2. ALGEBRA NIZOVA

U skupu svih beskonacnih nizova realnih brojeva definiramo zbrajanje
(oduzimanje) i mnozenje po uzoru na zbrajanje (oduzimanje) i mnozenje realnih
brojeva.

Neka su zadana bilo koja dva niza realnih brojeva (a, ) i (b,). Definirajmo zbroj i

produkt nizova na sljedeci nacin:
(a,)+(b,) = (a, +by,),

0)-(0) @)+ 0.)- (o).

nul-niz

neograni ¢eno
rastu €i nizovi
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(a,)tlb, ) = (a, b, ).

Ako su svi Clanovi niza (bn) razliCiti od O, onda definiramo i kolicnik niza kao:
(a,) (2,
(b,) \b,)

Kombinirajuci dva ili viSe nizova dobivamo slozenije nizove. Da bi izracunali
njihove limese koristimo teorem o konvergentnim nizovima.

Teorem o konvergentnim nizovima
Neka su zadana dva konvergentna niza (a,) i (b,). Neka je lima, = a i

n- oo

limb, =b. Tada vrijedi:

1. Niz (a,)%(b,)=(a, £b,) je konvergentan i
lim(a, +b,)=lima, limb, =a+b.

n-oo

2. Niz (a,)db,) = (a, b, ) je konvergentan i
lim(a, (b,)=lima, Oimb, =alb.

3. Ako je b, #0 za svaki nUN iako je limb, #0, onda je
lima,

lim—=22— =
n-=p  limb,

n- oo

oo

4. Niz anb” je konvergentan i vrijedi
lima ™ = (Liman)imb" =a’.
n— oo — 00
Posebno istaknimo kada je niz (cn) konstantan niz, tj. ¢, =c. Tada vrijedi
limc, =c.
n- o
Za konvergentne nizove (c,)+(a,)=(c, xa,) i (c,)a,)=(c, @,) vrijedi
lim(a, +c)=lima, *c=azc i
n— oo N - oo

lim(c®,)=clima, =cla.

n-co Nn-oo

Primjer 1. Odredimo limes zadanih nizova:

a) Iimg = Iim(1+1j = Iim1+lim1 =0+0=0,

n.epn nee{n nJ) neen neep
1 (1 1 1

b) I|m—2=I|m—Gl =lim=0im==00=0,
n.en® n.elp n) n-en neep
Analogijom mozemo zakljuciti i da je
. C _,._¢C . C
|Im—3:|lm—4:...:|lm—k:O.
n-'oon n-'oon n—»OOn

teorem o
konvergen-
tim nizovima
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. lim1 1
"-entl nq°°1+1 I|m1+I|m1 1+O
n n-e n.ep

Primjer 2. IzraCunajmo:

Ako primijenimo teorem o konvergentnim nizovima — limes kvocijenta

dobit ¢emo 2, ti. neodredeni izraz. Da bismo mogli odrediti limes niza
(o0]

tako da brojnik i nazivnik podijelimo s

(a,) preoblikujmo a, = m=-2
3n+5

najvecom potencijom od n koja se pojavljuje u a,, u ovom sluc¢aju s n.

Dobivamo
222 im[7-2
n-2/:n_ n_ne n)_7-0_7
"o 3n45/:n me_ 5 5) 3+0 3’
Sn*slhin g, S Iim(3+j
n o= n
s_.4.3
— 2 3 —
b) Iim3n3 4n+3/:n° —limh_n’ n 0-0+0_ ’
e T 4n-2/:p7 e 120 7+40-0
2 3
n®> n
-
_ n*+1/:n® nd _1-0 1
c) lim =lim = =—=o0,
n-o2n®-1/:n® n=2 1 0-0 O
n n’

n(n +1) /:n®_ 1[€1+i][%

d) lim

nﬂ°°(n+2)(n+3)(n+4)/ N e +E +§ +ﬂ
_1u@+o)io  _ (1 nj(l nj(l nj
= (]_+ 0)(1+ O)(1+ O) -y,

e) Iim(m—n) AN i, 20 e
noeo Jn? +2n+n ”*”\/n JnZ+on+nlin_
=lim

- /1+7 «/1+o+1
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Limes geometrijskog niza

Beskonacan geometrijski niz (an) s kvocijentom ¢ je konvergentan ako je

g <1, a divergentan ako je |q > 1.

Zal|g <1je Lirgq” =0.

Primjer 3. Izraunajmo:

a)

b) |

Broj e

. 2"+3
lim
nee 5" —1
Neka je a" = — +f. Nakon Sto brojnik i nazivnik podijelimo sa 3" dobit
Bie
5) 5 2Y' 2
¢emo a" :g. Kako je b, :(—) geometrijski nizs gq=—=<1, to
1_i S 5
5n

n-oo

o (2) Lo - : 1.
je lim = | =0. Analogno vrijedi za nizove s op¢im Clanovima c, :5_“ i

d =2
5n
2\" 3
2" +3 5) "5 0+0
Tada je lim =lim = =0
nooBh—1 n-w 1_i 1-0
5n
. 2"+3"
im————
n-on”+2[3

Buduci da eksponencijalna funkcija raste brze od algebarske, vrijedi:

p
Iimn—=0 za a>1, allR, p>0.

n-oo an

Da bismo izraCunali limes niza brojnik i nazivnik dijelimo potencijom
najvece baze, tj.

2n
_ +1
2"+3" /13" _ (3) _0+1_1
2 e et 042 2

U skupu monotonih nizova posebnu paznju pridajemo konvergentnom nizu
kojim definiramo broj e= 2.7183... koji se pojavljuje npr. kao baza prirodnog
logaritma. Oznaka e za taj broj je opc¢e prihva¢ena u ¢ast matematiCara
Leonarda Eulera (1707-1783). Vrijedi:

limes
geometrijskog
niza

broj e




Iim(1+1j =e.
n-c n

2.5. POJAM REDA. GEOMETRIJSKI RED

2.5.1. POJAM REDA

Nekasu a, a,, a,, ..., &, ¢lanovi niza (a, ). Zbrajajuéi &lanove niza (a,)
dobivamo niz parcijalnih suma (S, ):

S =a

S, =a+a,

83 =a1+a2 +a3
S, =a ta,ta, +...+a,

Nastavi li se postupak zbrajanja u beskonacnost: a, +a,+a, +...+a, +...
postavlja se pitanje je li zbroj konacan?

lzraz oblika a, +a,+a, +...+a, +... nazivamo redom i ozna¢avamo s Zan :

n=1
n
Njegova n-ta parcijalna suma je S, = Zak =q, ta,ta, +...+a,.
k=1
Kazemo da je red konvergentan ako je konvergentan niz (Sn) njegovih

parcijalnih suma. U tom je slu¢aju suma reda jednaka limesu njegovih
parcijalnin suma : S=1imS,.

n-oo

U protivhom, red je divergentan ako niz (Sn) nije konvergentan.

Primjer Je lired 1+1 +l +i+... konvergentan?
2 4 8 16
- : o 1 1 3 1 1 1 7
IspiSimo niz parcijalinihsuma S ==, S,==+-=—, S;=—+=-+=-=—,
P parcl > 2= T 3728
7 1 _15 .1 3 7 15
S, =S, ta,=—+—=—, ... =, -, =, —, ..
e ML b2 48" 16
n-ta parcijalna suma jednaka je zbroju kona¢nog geometrijskog niza:
1
1_7
s =141ty 2110 220 1 tadajelims, =lim1--2 |=1. Red
2 4 8 2" 2 1_} 2" n-c nool 20
2

je konvergentan i suma reda jednaka je 1.

red

n-ta parcijalna
suma

suma reda
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2.5.2. GEOMETRIJSKI RED

Ako je (a,) geometrijski niz, tada red oblika Y a, =a, +a,+a, +...+a, +...
n=1

nazivamo geometrijskim redom
Za dani geometrijski niz odredili smo sumu prvih n ¢lanova:

S,=a +agq+ag°+aq’ +...+aq" =a191%, qz1l.
To je upravo n-ta parcijalna suma beskonac¢nog geometrijskog reda

a0 =a +ag+aq +ag’+. +aq +ag" + ..
k=1

Geometrijski red Zaiq"‘l je konvergentan ako i samo ako je |q| <1.Tadaje
k=1

suma reda :

. . . 3 2 2 ]2
Primjer 1. IzraCunajmo sumu geometrijskog reda \/; +\/; +§ E{/; +...

Uogimo da je a1=\/§, a, =\E, a, :gq/% odnosno qz% i|g <1. Tadaje

s:izs\ﬁ.
1-q 2

Primjer 2. RijeSimo jednadzZbu: Iogx+|ogi/§+|og%/§+...:3.

Na lijevoj strani jednadzbe imamo:

11
e

1 1
logx +10g¥/x +log¥/x +... = Iog(xD<3 [x® D..j = Iogxl 39

IzraCunajmo sumu geometrijskog reda 1+%+%+.... UoCimo da je a, =1,

21
2, =3

3

3 _3
.

,a, :1, odnosno q:1 i | <1. Tadaje S=—*-=
9 3 1_q 1-

[

Wl

3
Dobivamo jednadzbu logx? =3, odnosno glogx =3 Cije je rjeSenje x=100.

geometrijski
red

suma
geometrijskog
reda
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ZADACI ZA VJEZBU:

1. Odredite aritmeticki niz ako je:

a) a; +a,; =02 b)q+%=24
a,+a,=26" a,[@, =60
2. U nizu 51, 48, 45, ... odredite prvi ¢lan s negativnim predznakom.
1 1

3. Odredite x takav da brojevi budu uzastopni ¢lanovi

x+2' 3" x-2
aritmetic¢kog niza.

4. Koliko ¢lanova aritmeti¢kog niza -9, -6, -3 treba zbrojiti da zbroj bude 667

5. Koliko ¢lanova aritmeti¢kog niza 2, 5, 8, 11, 14, ... treba zbrojiti da zbroj bude
veci od 100?

6. 1zmedu 1 1.3 treba umetnuti pet brojeva koji ¢e s dvama zadanima Ciniti
sedam uzastopnih ¢lanova aritmetickog niza.

a, —a; =936

a,—a, =234

8. Cetiri broja uzastopni su &lanovi geometrijskog niza. Zbroj dva krajnja je
jednak 9, a dva srednja 6. Odredite te brojeve.

1 1

x+2 x-2' x-4

7. Odredite geometrijski niz ako je

9. Odredite x takav da brojevi budu uzastopni ¢lanovi

geometrijskog niza.

: p . a,ta;—a,=10
10. Odredite geometrijski niz ako je .
8, +a;—a8; =20
: . N . . . a—a, =216
11. Odredite a;, qingeometrijskog nizaakoje S =40 i a-8=8
12. Za geometrijski niz odredite preostala dva trazena podatka:
a) a4 =3,a,=192, § =381 b) a, =6, q=2, S, =3066

nq="? n, a,="?
13. IzraCunajte:
- 3_
a) lim /3N g M =on
n-«{9n—-4 3n"+4n° -5
4_
b) Iimx/4n 22n+2n,
n-e  —4n°-=3n
c) Iim(\/5n2+n+3—\/5n2+2n),

n-oo

3 -5 +7"
d) lim .
n-e3[2" = 7" +9[3
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3. FUNKCIJE

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:
1. Sto je funkcija? Koji su primjeri funkcija u svakodnevnom Zivotu?
2. Kako zadajemo funkcije? Koja su osnovna svojstva funkcija?

3. Sto je kompozicija funkcija?

4. Kako racunamo limes funkcije?

3.1. POJAM FUNKCIJE
3.1.1. DEFINICIJA FUNKCIJE
Neka su D i K dva neprazna skupa. Funkcija f sa skupa D u skup K je pravilo

(postupak) koje svakom elementu skupa D pridruzuje to€éno jedan element
skupa K, pisemo: f:D - K ili xi— y= f(x).

Skup D nazivamo podru ¢je definicije ili domena funkcije, a skup K podru ¢je
vrijednosti ili kodomena funkcije f.

Element x skupa D nazivamo argument funkcije (nezavisna varijabla ili
ulazna vrijednost funkcije), a njemu pridruzeni element y, oznaka y = f(x),

nazivamo vrijednost funkcije (zavisna varijabla , izlazna vrijednost funkcije ili
rezultat djelovanja funkcije na nezavisnu varijablu).

Ovdje promatramo samo funkcije kojima su domena i kodomena podskupovi
skupa realnih brojeva. Tada govorimo o realnoj funkciji realne varijable,
f:D- K, DKOR.

Slika funkcije f :D - K je skup svih vrijednosti funkcije, tj.
f(D)={yOK:y=f(x),x0OD}. O¢ito je f(D)OK.

funkcija

domena
kodomena
zavisna
varijabla

nezavisna
varijable

slika funkcije
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3.1.2. ZADAVANJE FUNKCIJE

Funkcije moZzemo zadati:

1. analiti €ki

2. tablicom

3. grafom

Funkcija zadana analiti  ¢ki

Ako je pravilo pridruzivanja kojim funkcija elementima iz domene pridruzuje
elemente kodomene izrazeno formulom, tada kazemo da je funkcija zadana
analiticki.

Primjer 1. Za funkcije zadane analiticki odredimo funkcijske vrijednosti ako je:

1 _
a) f(x)=x X=>, X=3
_5_1_8
f(3)=3- 573
b) f(x)=log(3x+5), x= g

=log Stﬁg J logl=0

2
c) f(x):{x’l Xii,x=—1,x=2
x-1 X

Da bismo odredili f(-1) uogimo da je tada f(x)=x? &to daje f(-1)=1,
a da bismo odredili f(2) uogimo da je tada f(x)=x-1 to daje
f(2)=1.

Primjer 2. Odredimo f(x) ako je f(—%xﬂj:

Oznagimo t = —§x+1. Tada je x = —g [t -1) paje f(t)= —g [t —1), odnosno

f(x):—gx+g.

Funkcija zadana tablicom

Funkciju mozemo zadati pomocu tablice u kojoj za vrijednosti nezavisne
varijable navodimo pripadne vrijednosti zavisne varijable, tj. funkcijske
vrijednosti. Takve tablice uglavnom nastaju na dva nacina:
= BrojCane rezultate nekih eksperimenata ili pojava zapisujemo pomocu
tablica.
= Poznata je formula za funkciju f(x) i primjenom te formule tabeliramo

zadavanje
funkcije
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vrijednosti koje su znacajne za proucavanje pojave ili procesa.

Razvoj primjene matematike posebice u fizici i mehanici tijekom 17. 1 18.
stoljeca zahtijevao je raCunanje s eksponencijalnim, logaritamskim i
trigonometrijskim funkcijama. Da bi se olakSalo mukotrpno ra¢unanje,
vrijednosti spomenutih funkcija tiskane su u obliku tablica. Jedne od prvih jesu
Napierove logaritamske tablice.

Funkcija zadana grafom

Ovaj nacin zadavanja funkcije ima vrlo znac¢ajnu prakti¢nu primjenu, osobito u
znanstvenim istrazivanjima. Poznati su razni instrumenti, npr. seizmograf,
tahograf, elektrokardiograf i dr. koji neprekidno mjere odredene veli€ine i crtaju
graf funkcije.

Graf funkcije f:D - R je skup svih toaka (x, f(x)), xOD. Pisemo:
re ={(xy):y=f(x)x0D}.

Ako su vrijednosti funkcije f odredene formulom f(x) kazemo da je y = f(x)
jednadzba grafa funkcije (jednadzba krivulje).

Pitamo se je li svaka krivulja u ravnini graf neke funkcije? Nije. Odgovor na
pitanje daje nam definicija funkcije u kojoj je istaknuto da je svakom elementu
domene pridruzen to€no jedan element kodomene.

Opcenito provjeru je li neka krivulja graf funkcije moZzemo provesti pomocu
vertikalnog testa :

Krivulja predstavlja graf funkcije ako ne postoji niti jedan vertikalan pravac koji
krivulju sijeCe u viSe od jedne tocCke.

3.1.3. JEDNAKOST FUNKCIJA

Kazemo da su funkcije f:A - B i g:C - D jednake ipiSemo f =g ako su
im jednake domene (A= C), jednake kodomene (B=D)iakoje f(x)=g(x) za
svaki xA.

Primjer Jesu li jednake funkcije:

a) f(x)=);2—+_11 i g(x)=x-1

Funkcije nisu jednake jer funkcija f nije definirana za x = -1, a funkcija
g je definirana za svaki xR, tj. D(f)# D(g).

b) f(x)=2cos?x i g(x)=1+cos2x
Podrucje definicije i funkcije f ifunkcije g je skup R, tj.
D(f)=D(g)=R. Uogimo da vrijedi:
1+ cos2x =1+ cos’ x—sin’ x = 2¢cos® X,
Sto daje g(x)=1+cos2x = 2cos® x = f(x). Funkcije f i g su jednake.

jednakost
funkcija
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3.1.4. DOMENA FUNKCIJE

Domena ili podru €je definicije realne funkcije je skup svih realnih brojeva za
koje je definiran zakon pridruzivanja (za koje zakon pridruzivanja ima smisla).

Primjer Odredimo domenu realnih funkcija:

a)

b)

d)

f)

f(x)=x*-2x+3
Domena funkcije je skup R.

2x% +x+1
"=

2x% + x+1

Zadani izraz ———— nema smisla za one vrijednosti x za koje je

X =X
nazivnik jednak nuli (dijeljenje s nulom nije definirano). Buduci da je
x?-x=0za x=01ili x=1,to0je D(f)=R\{03}.

f(x) = log(x* -9)+2
Argument logaritamske funkcije mora biti pozitivan, tj. x> -9 >0, odakle
slijedi D(f)=(-0,~3) 0(3,).

f(x):\/g

Mora biti

5~ 201 2-x#0, odaKle slijedi D(f)=1[0,2).

f(x) =+/4-x +3log(x-1)
Zadana funkcija poprimit ¢e realne vrijednosti ako je 4-x=01i x-1>0.
Iz 4-x 20 slijedi x< 4, aiz x-1>0 slijedi x>1, 3to daje D(f)=(14].

2-X
f(x)=,/lo
(x)=4log T~
Zadana funkcija poprimit ¢e realne vrijednosti ako je log i; X>0i
X

i; x> 0. Odredimo rjeSenja dobivenih nejednadzbi. Nejednadzba

X

log 27X > 0 ekvivalentna je nejednadzbi 27X >1idalje 172X >0 Cije
1+X 1+X 1+X

je rjeSenje xD(—LE] RjeSenje nejednadzbe 27X
2 1+x

>0 je xO(-12). Da

bi odredili sve x koji zadovoljavaju oba uvjeta moramo odrediti presjek

intervala (—Lﬂ i (-1,2) . Domena funkcije je D(f):(—lﬂ.

domena
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3.2. SVOJSTVA FUNKCIJE
3.2.1. MONOTONOST

Kazemo da je realna funkcija f rastu €a na intervalu | iz domene ako za sve x;
i X, iz intervala | vrijedi:

X <% = f(x)s f(x).
KaZzemo da je realna funkcija f padaju ¢a na intervalu | iz domene ako za sve
X, 1 X, iz intervala | vrijedi:

X <%, = fx)2 f(x).

KaZzemo da je realna funkcija f konstantna na intervalu | iz domene ako za
sve x i X, iz intervala | vrijedi:

Ako umjesto nejednakosti < ili > vrijede stroge nejednakosti < ili > u gornjim
definicijama, onda govorimo o strogo rastu €oj, odnosno strogo padaju €oj
funkciji.

Padajuce ili rastuce funkcije jednim imenom zovemo monotonim funkcijama.
Intervale na kojima je funkcija rastuca ili padaju¢a nazivamo intervalima
monotonosti  funkcije.

3.2.2. PARNOST | NEPARNOST

KaZzemo da je funkcija f : D — R parna ako i samo ako vrijedi f(-x)= f(x) za
sve vrijednosti xOD.

KaZemo da je funkcija f :D - R neparna ako i samo ako vrijedi f(x)=—f(x)
za sve vrijednosti xOD.

Ako je funkcija parna, tada je njezin graf simetriCan s obzirom na osy.
Graf neparne funkcije simetri¢an je u odnosu na ishodiSte kao centar simetrije.

Primijetimo da vecina funkcija nije niti parna niti neparna.

Primjer Koje su od sljedecih funkcija parne, a koje neparne?
2 1 4 HJ
a) f(x)=5x =5 X" +sin® 3x
(- x) = 5(- x)? -%(- x)* +sin?(30{- x)) = 5x° —%x4 +(-sin3x)? =

= 5x? —%x“ +sin?3x = f(x)

Funkcija je parna.

b) f(x)=+x+1-/x-x+1

rastu ¢a
funkcija

padaju ¢éa

funkcija

konstantna
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neparna
funkcija

42




F-x)= (- xP+(x)+1- (- xP - (%) +1 =V - x+1 -/ + x+1=

= —(\/x2 +x+1-% —x+1): —f(x)
Funkcija je neparna.

_,..x-3
c) f(x)=log 3
i~ X3 X+3 x-3)" i X=3
f (=) =log— 5100 3—Iog(mj =-log>—= f(x)
Funkcija je neparna.
d) f(x)=17
f(-x)=17 paje f(x)= f(-x). Funkcija je parna.
e) f(x)=3x-8

f
f(-x)=30-x)-8=-3x-8% f(x)
Funkcija nije ni parna ni neparna.

3.2.3. PERIODICNOST

Kazemo da je funkcija f :D — R periodi €na ako postoji broj P >0 takav da za
sve x[D vrijedi f(x)= f(x+ P). Broj P naziva se period funkcije f. Najmanji
pozitivan broj B, za koji to vrijedi naziva se temeljni period .

Primjer 1. Provjerimo da li je Pzz—:f period funkcije f(x)=1+3sin3x+2cos6x.

f(x+2?nj =1+33in3(x+2?nj+2c056[x+2?nj =1+sin(3x + 277) + 6cos(6x + 477) =

=1+3sin3x +2c0s6x = f(x).

Zbroj, razlika, kvocijent i produkt periodi¢nih funkcija sa sumjerljivim periodima
ponovo je periodi¢na funkcija. (Kazemo da su sva broja a i b sumijerljiva ako je

%DQ. U suprotnom, a i b su nesumjerljivi.)

Nekasu R, P,, P, ..., P, temeljni periodi funkcija f,, f,, f;, ..., f . Tadaje
funkcija f(x)= f,(x)+ f,(x)+ f,(x)+...+ f () periodiéna s temeljnim periodom
jednakim najmanjem zajedni¢kom viSekratniku perioda R, P,, P, ..., P

n-*

Primjer 2.  Odredimo temeljni period funkcije f(x):sin2x+c033x+tg§.

Oznag¢imo s f,(x)=sin2x, f,(x)=cos3x i f,(x) =tg§. Tada su periodi

periodi énost
period

temeljni
period
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navedenih funkcija P, :2_272 =m, P, =2—: I B, =— =4m. Najmanji zajednicki

NP N

visekratnik perioda P, P,, P,: V(P,P,,P,) =V[IT,2?7T,4IT) = 477. Temeljni period

zadane funkcije je 4n.

3.3. KOMPOZICIJA FUNKCIJA

Nekasu f:D; - Ri g:D, - R zadane funkcije. Neka je x bilo koji element iz
domene D, funkcije f iy= f(x). Ako je yID,, onda je definirana vrijednost
9(y) = g(f(x)), odnosno postoji funkcija h: D, — R takva daje h(x)=g(f(x)).
Funkciju h nazivamo kompozicija funkcija gi f i oznatavamo h=go f .

Podrucje definicije funkcije h podskup je skupa D, jer sadrzi samo one xUD,
za koje vrijedi f(x)O D, .

Svojstva kompozicije:
1. Kompozicija funkcija opcenito nije komutativha ,t. gof # fog.

2. Kompozicija funkcija je asocijativna , tj. (f o g)oh= f o(goh).

Primjer 1. Odredimo kompozicije fog, gof, fof i gog ako suzadane
funkcije f(x)=2x-3i g(x)=x+4.

J(x) = £(g(x)) = f (x+4)=2(x+4)-3=2x+5,
)(x) )= g(2x-3) = 2x-3+4=2x+1,
)= f(2x—3):2(2x—3)—3:4x—9’
=g(x+4)=x+4+4=x+8.

Primjer 2.  Odredimo kompoziciju f o g ako su zadane funkcije f(x) = 1—12x [
-1
g(x)==
1 1 1 X
fo = f =f| = = :
(o g)x) = f(g(x)) (X] R

1-201 X
X X

Primjer 3.  Odredimo kompoziciju go f ako su zadane funkcije
f(x)=1log,(3x+5) i g(x)=2%.
(9 1)() = o(f () = gllog, (3x + 5)) = 22:9) = (>3’ = (3x+ 5" =
= 9x” + 60X + 25.

kompozicija
funkcija

svojstva
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Primjer 4. Ako su zadane funkcije f(x)—m i g(x)=logx, odredimo
- X
(fog)).
Odredimo najprije kompoziciju fog:
10%'%* —1 x? -1
fo =f = fl = = ,
( g)(X) (g(X)) ( Og X) 1- |OgXE|.OI09X 1- X[I]ng
. -1 _0
foall)=z=——— =—=
Sada je (f - g)(1) T ilogl 1"

Primjer 5. Odredimo rjeSenja jednadzbe (f - g)(x)= (g f)(x) ako je
f(x)=3x+2i g(x)=x?+2x-3.
Odredimo najprije kompozicije fog i go f:
(fog)x)=f(g(x)) = f(x* +2x-3)=3(x* +2x-3)+ 2=3x> +6x~7,
(go f)(x)=g(f(x) = f(3x+2)=(3x+2)" +2(3x+2)-3=9x* +18x +5.

Dobivamo jednadzbu: 3x* +6x—7 = 9x* +18x+5, odnosno x* +2x+2=0 &ija
su rjeSenja x,, = -1i.

3.4. INVERZNA FUNKCIJA

Kazemo da je funkcija f : D - R injekcija ako za sve x;,X, 0D vrijedi:
x %%, = f(x)# f(x,).

Ako je funkcija f : D - R injekcija, onda mozemo definirati preslikavanje
g: f(D) - D sa svojstvom da je g(y)= x pri d&emu je y= f(x).
vrijedi: g(f(x)) = x, odnosno (go f)(x) = x.

Funkciju g koja ima svojstvo da je (g f)(x) = x nazivamo inverzna funkcija
funkcije f i oznagavamo f ™.

Svaka injekcija f : D - R ima inverznu funkciju f™: f(D) - D:
y=1f(x) = f*(y)=x, zasvaki xOD isvaki yO f(D).

Svojstva inverzne funkcije:
1. Funkcija i njoj inverzna funkcija u kompoziciji daju identitetu ili identi¢no

preslikavanje:
(Fof)x)=xi(f™ef)x)=x.

2. Funkcija i njoj inverzna funkcija medusobno su inverzne: (f ‘1)_l =f.
3. Grafovi simetri¢nih funkcija osno su simetri¢ni s obzirom na pravac y = x.

injekcija

inverzna
funkcija
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Postupak odre divanja inverzne funkcije:

1. Jednadzbu y= f(x) rijeSimo po nepoznanici X.

2. Ako postoji jedinstveno rjeSenje te jednadzbe, onda funkcija f ima inverznu
funkciju x = f *(y).

3. Zamjenimo ,imena“ veli¢inama x i y da bismo dobili zapis y = f ‘1(x).

Primjer Odredimo inverznu funkciju zadanim funkcijama:

X-3
a) f(x)= 1
RijeSimo jednadzbu y:);;j po nepoznanici Xx. Dobivamo ng pa
je f(y)= i’f Y odnosno nakon zamjene x « y dobivamo inverznu
’ 3+X

funkciju f *(x)= e

b) f(x)=5+3/4-3x
RijeSimo jednadzbu y =5+3/4-3x po nepoznanici x. Kubiranjem i
sredivanjem dobivamo x :%[4—(y—5)3] paje f(y) =%[4—(y—5)3],
odnosno nakon zamjene x ~ Yy dobivamo inverznu funkciju

f‘l(x)=%[4—(x—5)3].

c) f(x)=(9x+7)°-101
RijeSimo jednadzbu y = (9x+ 7)5 —-101 po nepoznanici Xx. Korjenovanjem

i sredivanjem dobivamo x = é gly+101 - 7] pa je
f(y)= é[%/y+101— 7], odnosno nakon zamjene x « y dobivamo

inverznu funkciju f *(x)= é }/x+101 - 7] :

d) f(x)=log,(x-2)
Rijesimo jednadZzbu y =log,(x—1) po nepoznanici x. Dobivamo
x=2Y+1paje f™*(y)=2"+1, odnosno nakon zamjene x < y
dobivamo inverznu funkciju f *(x)=2* +1.

e) f(x)=3"2+3
Rijesimo jednadzbu y = 3*** + 3 po nepoznanici x. Logaritmiranjem i
sredivanjem dobivamo x =log,(y-3)-2 paje f *(y)=log,(y-3)-2,

odre divanje
inverzne
funkcije
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odnosno nakon zamjene X — y dobivamo inverznu funkciju
f *(x) =log,(x-3)-2.

3.5. LIMES FUNKCIJE
3.5.1. POJAM LIMESA FUNKCIJE

Analogno kao 5to se je promatrao limes ili grani¢na vrijednost niza (xn) kada n
teZi u beskonacno, mozZe se promatrati Sto se dogada sa vrijednostima f(x)
funkcije f:D - R kada varijabla x tezi prema nekoj to€ki x, (ili prema oo ili
—o0). Drugim rije€ima, ako se vrijednosti funkcije f(x) sve viSe i vise
priblizavaju nekom realnom broju L, onda ¢emo reci da je L limes ili grani¢na
vrijednost funkcije f :D - R utocki X, .

Kazemo da funkcija f ima limes L uto¢€ki x,ako za svaki niz (xn) koji tezi k x,
niz funkcijskih vrijednosti (f(x,)) teZi k L. Pisemo: L = lim f(x).

X=X

Podrazumijevamo da je funkcija f definirana za sve x u okolini broja x,, ali ne
NUZno i za X = X,.

Svojstva limesa

Prema svojstvima konvergentnih nizova i definicije limesa funkcije zakljuCujemo
da vrijedi:
Ako su f i g dvije funkcije i ako je lim f(x)= A i limg(x) = B, onda vrijedi:
X— Xy X— Xo
1. lim(f(x)£g(x)) = lim f(x)= limg(x)= A+ B
X— Xg X—Xg X—Xg
2. a) Iim(f(x)Eg(x)): lim f(x)0img(x) = A(B
Xo X=X
b) Ilm(ch( )= c[llm f(x)=cA
lim  (x
I

3. lim
=% g(x)

S uz uvjet Bz 0 i g(x)# 0 u okolini od x,.

N
I

3.5.2. RACUNAJE LIMESA FUNKCIJE

Pravilo direktne zamjene
Za sve elementarne funkcije u svakoj tocki x, u kojoj su one definirane vrijedi:

lim f(x)=f(x,).

limes
funkcije

svojstva
limesa

pravilo
direktne
zamjene
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Primjer 1. Odredimo:
a) Ixirr21(3x+1)=3[2+1:7,
b) lim(ax® +x* ~1) = 4r{-1 + (-1 ~1=-3+1-1=4,

X2 +1 _ U[TO](XZ +1)

im =X =1.
X0 3X + 2 |m3(3x+2) 2
Limes racionalnih funkcija
x® -
Primjer 2. IzraCunajmo lim——-.
x-1x% =1
o . . . x*-1_0
Postupimo li kao u prethodnom primjeru dobivamo I|rr11 ) =6' odnosno
X-1 % —

3 —
neodredeni oblik (limes). Funkcija f(x) = X2 1 nije definirana za x =1. Uo€imo
X —

da se brojnik i nazivnik zadane funkcije poniStavaju u to¢ki x =1, odnosno da su
brojnik i nazivnik djeljivis x-1. Dijele¢i dobivamo:

3 _ _ 2 2
f( )— X 1—(X 1)(X +X+1)=X +X+1. Dobivena funkcija jednaka je

x2-1  (x-1)(x+1) X+1
3 24+ x+
zadanoj za sve x#1. Zato je IimX2 l=IimX X 1=§.
x-1x° -1 x-1  x+1 2

Pravilo: Ako se brojnik i nazivnik racionalne funkcije poniStavaju u toc¢ki Xx,,
tada se limes te funkcije racuna tako da se najprije brojnik i nazivnik podijele s
X=X,

Primjer 3. Izraunajmo:

o oxP+3x+2 _ o (x+2)(x+1) _ . x+1_1
a) lim—————=lim—2~— < =lim—===,
-2 x?—x—-6 x2(x+2)(x-3) x=2x-3 5
3_ _ 2 2
b lim 8L (2 Yax? +2x+1) A 2x+1_

-l 6x2 —5x+1 leg (2x-1)(3x 1) ng 3x-1

Limes iracionalnih funkcija

Primjer 4. Izraunajmo:

\/x+1—1:”m«/x+1—1 VX+1+1 X

E li

=llm—
X -0 X VXx+1+1 *-0yx+1+1

a) lim -1
Xx-0 2

limes
racionalnih
funkcija

limes
iracionalnih
funkcija

48




V5

1

1 _
Jx+J5 25 10’

b) im¥*"Y2 jimee VXSV i
x-5 x-—5 x-.S(IX_ 5X/X+ /5) X-5
X HEXH3 X AXTHEXH3-X WX HEX+3 X
c) lim =lim E =
X—- =3 X+3 X— =3 X+3 ,X2+X+3+X

. X? +Xx+3-x°
=lim f

y = |im

1 1

Neki vazniji limesi
Dobro je upamtiti poznate limese:

. Sinx .
lim——=1, lim

x-0 X x-0

sin nx
=n,
X

ZADACI ZA VJEZBU:

1. Odredite f(x) ako je:
a) f(x+1)=2x+3,

_x+1

X

1
[im==o0,

b) f(1-2x)=4x*-3,

X*‘3(x+3)(\/x2 +x+3+x) 2 x2+x+3+x 6

im=0, limt=0, lim

X~»00X X~>00X X— 00

X+=

]

22 e

1-x
2. Odredite domenu funkcije:

a) f(x)=4x—x Hog,(x -1),

b) f(x)=+/loglx* -8x+13),

X=2'

-1

J

x-1 2x-1
o ()22
X+2 X+3
X2 =X
1-2x
1 .
e) f(x):logs[a—snxj,
5

f) f(x)=vx*-3x+2+
Vax =X

V3+2x-x2

c) f(x)= é 0) f(x):m’
d)f@):4_foodx+$, h)f@)=J§f§.

3. Ispitajte parnost, odnosno neparnost funkcija: 2
a)f(x)zlngég, d)f(x):gﬂﬁégiigzg,
b)f@):giii, e)f&)=E§§f£§§.

c) f(x)=V1-x+x =1+ x+x,

f) f(x)=3tg*x—2tg?x-1.
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4. Odredite temeljni period funkcije:

a) f(x)=c033—2X—sin§,
b) f(x)=sinx+sin2x+sin3x,

c) f(x)=2s ng — COS3x + 4ctg§ :

d) 1(x) = cos{3x—2) - SSn(

e) f(x)= 63in3m—t937nx.

5_5]
2 4)

5. a) Odredite kompozicije fog, gof,fofigog akoje f(x)=2x-3 i

g(x) = x> +3.

b) Rijesite jednadzbu (f o g)(x)=(go f)(x) akoje f(x)=2x-1i

g(x) = 2x® = x +1.

c) Akoje f(x)=sin7xi g(x) :%x+1, odredite (f o g)(x) i (go f)(x). Koliko je

(go f)(-12)2

d) Rijesite nejednadzbu (f - g)(x)<(go f)(x) akoje f(x)=x*-x-1i

g(x) =2x+1.

e) Odredite kompozicije fogi geo f injihove domene ako je f( )

o=~

6. Odredite inverznu funkciju funkcije:

a) f(x)=(7x-2)+32,
b) f(x)= 3 5\/4x -1,

(
c) f(x)= 2+3x
d) f(x)=3"+2,

7. 1zraCunajte limese:

e) lim — -,
x-5x% —7x+10

f)||mw
x-3 X°=X—-6

&) F(x)=2"2,

f) f(x)=4@3+1

g) f(X):|ng(X—l),
h) f(x)=3-2log,4x.

) lim{yx+1-x).

X - 00

1
1+ 3x
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4. DERIVACIJE

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:
Sto je derivacija funkcije? Kako se povijesno uvodi? Kako se odreduje za elementarne i sloZzene
funkcije?

4.1. PRIRAST FUNKCHIJE

Neka je zadana funkcija f :1 - R. Odaberimo tocke x,,x, 01 .Njima pripadaju
funkcijske vrijednosti y, = f(xo), y, = f(xl). Oznacimo s Ax prirast
(promjenu) varijable  x, tj.

DX =X =X, 1li X, =X, +AX.

Promjena varijable od x, na x, = x, + Ax uzrokuje i promjenu funkcijskih
vrijednosti, od vrijednosti f(x,) prelazimo na vrijednost f(x,)= f(x, + Ax).
Ovako nastalu promjenu oznagavamo s Ay = Af (x, ), a definiramo kao:

By = AF (%) =y, = Yo = (% + %)= F(x)).
Kazemo da je Ay prirast (promjena) funkcije  f u toCki x, za prirast varijable
AX.

Primjer 1. Odredi prirast funkcije f(x)=3x?+5x-2 u togki x, =1 za prirast
varijable Ax =3.

Iz definiciji slijedi:
Ay = f (x,) = f(x, +Ax) - f(x,)= f(@+3)- f(1)= f(4)- (1) =66-6=60.

Primjer 2. Za koliko se treba promijeniti vrijednost varijable x od poCetne

vrijednosti — 6 da bi funkcija f(x)= —%xz —4x -6 imala prirast 2?

Pocetna vrijednost je x, = -6, a prirast funkcije je Ay = Af (xo) =2.Znamo
Ay = Af (x,) = f(x, +Ax) - f(x,) $to za x, = -6 daje:

prirast
varijable

prirast
funkcije
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Dy = 0f(-6)= f(-6+Ax) - f(-6)=
=160y —4(—6+AX)—6—[—%[Q—6)2 —4[@—6)—6} = 2= (o) =2

Iz gega slijedi: (Ax-2)* =0, odnosno Ax = 2.

4.2. PROBLEM BRZINE. PROBLEM TANGENTE
Problem brzine

Brzina je definirana kao omjer prijedenog puta i vremena koje je potrebno da se
taj put prijede. Ako oznagimo sa s(t) funkciju koja opisuje ovisnost puta o

vremenu, tada pod prirastom puta u vremenskom intervalu t,,t, ]
podrazumijevamo As = st, +At)-s(t,). Tada je prosjeéna brzina gibanja u
intervalu [t,,t,] dana s:
slt, +At) - s(t,)

At '

- As
V=—=
At

Cesto nam podatak o prosjeénoj brzini gibanja ne govori bas previse o samom
karakteru gibanja. Znatno bismo bolje mogli opisati gibanje kad bismo izraCunali
brzinu za kra¢e vremenske intervale, tj. srednja brzina bit ¢e sve bliza stvarnoj
brzini Sto je At maniji.

Srednja (prosje¢na) brzina se manje razlikuje od stvarne brzine Sto je vrijeme
promatranja kra¢e, odnosno mozemo reci da je grani¢na vrijednost srednje
brzine kada t, - t, jednaka brzini u trenutku t,. Zapisujemo:

limv =v(t,)

t 1o
) = lim S = jjm St *80) = slte)
A0 At At-0 At

Problem tangente

Ako u definiciji srednje (prosje¢ne) brzine V= %’ napravimo zamjenu oznaka u

matematicki uobi¢ajene [s Syt xy= f(x)], dobit c¢emo:

Ay _ f(x +Ax) - f(x,)
AX AX '

Sto je srednja brzina promjene funkcije f na intervalu [xO, X, +Ax]?

Pogledajmo Sto smo dobili.
Neka je funkcija f dana svojim grafom y = f(x).

problem
brzine

problem
tangente
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Uogimo togke T(x,,Y,) i Q(x, +Ax,y,) na grafu funkcije. Tada je % =tga .

X
Kako je kut a kut kojeg pravac koji prolazi to€Ckama T i Q €ini s 0si apscisa, to je
tga jednak koeficijentu smjera tog pravca.

Zaklju éujemo:
Srednja brzina promjene funkcije jednaka je koeficijentu smjera sekante koja
prolazi tockama T(x,, f(x,)) i Q(x, +Ax, f(x, +AX)), ti.

Neka je tocka T(x,, f (x,)) odabrana to¢ka grafa. Odaberimo na grafu i tocku
Q(x,, f(x,)) pricemuje x, =x, +x i f(x)= f(x, +Ax).

Pravcem kroz to¢ke Ti Q odredena je sekanta kojoj je koeficijent smjera

_ Ly
A
dogada sa sekantom? Ona prolazi nizom sekanti s;,s,,...s,,... da bi u trenutka

kada Q padne u T postala tangentom.

. Zamislimo da se to¢ka Q giba po grafu funkcije prema tocki T. Sto se

S
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Zaklju éujemo:
Granicni je polozaj sekante kada Q — T tangenta, Sto znaci da je granicha
vrijednost koeficijenta smjera sekante, kad x, — x, (Ax - 0), jednaka

koeficijentu smjera tangente u togki T(x,, f (x,)). Dakle:

k = limk. = lim2Y = jim 10+ &)= Tx)
AX-0 5 MAXSOAX  MX-0 Ax )

4.3. DERIVACIJA FUNKCIJE

Problem odredivanja brzine u trenutku t i odredivanja tangente u tocki T vode

prema odredivanju kvocijenta % kada Ax - 0, tj. izraCunavanje grani¢ne
X

f (Xo +AX)_ f (Xo)
AX

vrijednosti . Postupak odredivanja ovog limesa naziva se

deriviranje .

Neka je f neprekidna funkcija na otvorenom intervalu | i neka je x, 01 i Ax
prirast argumenta takav da je x, + AxU1 .
Derivacija funkcije f uto€ki x, je broj:

f(xo +AX)_ 1:(Xo)

o) = lim o = im0,
-0 AX - X

ako taj limes postoiji.

Za funkciju koja ima derivaciju u tocki x, kazemo da je derivabilna ili

diferencijabilna u tojto  €ki.
Funkcija je diferencijabilna na intervalu | ako ima derivaciju u svakoj to¢ki tog
intervala.

Za oznacCavanje derivacije funkcije, osim navedene oznake koju je uveo
Lagrange, koje koristimo i oznake:

. dy _df(x)
dx  dx

= y=f(x) (uveo Newton),

= Dy =Df(x) (uveo Cauchy).

(uveo Leibniz),

4.4. ODREDIVANJE DERIVACIJE
4.4.1. ODREBIVANJE DERIVACIJE FUNKCIJE PO DEFINICIJI

Pokazat ¢emo najprije kako se racuna derivacija funkcije u to¢ki po definiciji za
neke elementarne funkcije.

derivacija
funkcije u
tocki




Primjer Odredimo derivaciju funkcije f u tocki x po definiciji:

a) f(x)=c, ckonstanta
f,(X):”mf(x+Ax)—f(x) S C 00,

Ax-0 AX Ax-0 AX ~ Ax-0

Zapamtimo: Derivacija konstante jednaka je nuli.

by f(x)=
£r(x) = tim T BT o )FBX=X o AX g
DX-0 AX -0 AX AxﬂoAx X0
c) f(x)=ax+b, a,bOR, az0
£/(x) = lim f(x+Aax) - f(x) | a(x +Ax)+b—(ax+b) _ lim 2% _
Ax-0 AX Ax-0 AX Ax-0 AX
d) f(x)=
£/(x) = lim f(x+ax) - f(x) | (x+ax)* —x* _ i 2xAX +(x)* _
MX-0 AX MX-0 AX MX-0 AX
= lim(2x + Ax) = 2x,
Ax-0
e) f(x)=x?
1 _1
F(x) = i f(x+Ax) - f(x) _ | (x+ax)* - x2 _ lim (x+ax)®  x* _
Ax-0 AX Ax-0 X Dx-0 AX
— 2% — (Ax)?
2 2 - —
—im X (x Ax) i 2x — AX E:—Zx*,
Bx-0 -0y (x+Ax)? X
f)y f(x)=+x

. VX+AX - \/_ «/x+Ax+\/_
m =lim
Dx-0 AX Dx-0 AX \/x+Ax +\/_

1
=1lim )
AX*OAX(\/X+AX +\/_) AX*O«/X+AX +\/_ 2\/;

Mozemo dokazati da vrijedi sljedeca tablica derivacija elementarnih funkcija

f(x) (%)

c (konstanta) 0
X" nx"*
1 1
x X

derivacija
funkciju po
definiciji

tablica
deriviranja
osnovnih
funkcija
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1 _n
xn Xn+1
I 2%
1
W nn Xn—l
e* e*
1
Inx ;
1
108, X xIna
a” a“lna
sinx COS X
COS X -sinx
1
19X cos’ x
1
agx ~sin’x
_ 1
arcsinx -
1
arccos x - =
1
arctg x 1172
1
arcctg x T
4.4.2. PRAVILA DERIVIRANJA
Neka su f i g diferencijabilne funkcije. Tada vrijedi:
1. derivacija zbroja (razlike) funkcija: (f (X)J_r g(x))' _ f'(x)i g'(x)
2. derivacija umnoska funkcija: (f (X) Eg(x))' — f'(X) Eg(x) +f (X) [g,(x)
3. derivacija umnoska konstantom: (cC¥ (x)) = cf'(x)
3. derivacija kvocijenta: f(x) ' f'(x) Eg(x) _ f(x) 0 (x)
g(x)z0 ( g(x)j g(x)*
1 f'(x
flx)=0 (fx)j:_f(iz

pravila
deriviranja
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Primjer Odredimo derivacije funkcija:

a)

b)

d)

f)

9)

h)

)

f(x)=2x+ cos%

£'(x) = 2(x) +(cosgj =2+0=2

f(x)zgx2 9x+%1

1‘(x)=(§x2 9X+HSJ :g(xz) -9(x) (%1) =3x-
f(x):16x2—8\/;+%

f'(x):16(x2)' —8(&)' +(§jl :32X_%_x_12’
£ = e~ ~3x+

f'(x)=(3- 4x)'(x ~3x+1)+(3- 4x)(x2—3x+1)’:
= —4(x? - 3x +1)+ (3- 4x)(2x - 3) = ~12x* +30x - 3,
f(x) = xEinx
£/(x) = (x) @nx+xC{sinx) =108nx+ X [E0SX = Sin X+ XCOSX
f(x)=(x +1),EeX ’
F/(x) = (x+1) @ +(x+1)(e*) =1@" +(x+1) " =e*(2+x)
(=2

C(2x ) _(2) d3-x)-2xf3-%) _2(3-x)-2x{-1) _ 6
B = i =

x> —6x+5
f(x)— x—3
oy _[ X2 —6x+5 '_(x2—6x+5)' Eﬂx—3)—(x2—6x+5)Eﬂx—3)'_
(5 - - ]
f,(x)z(2x2—6)[ﬂx—3)—(x2—6x+5)ﬂ=x2—6x+13

(x=3) (x-3)°

f(x)= 10X

' ! ! 1D(—In
£/(x) = Inx) _ (Inx) Ix-Inxx) _ x le—lnx
| x NG NG x?
f(X):s?nx—cosx
sin X + cos X
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I

. X):[sinx—cosxj _ (sinx—cosx) fsinx—3)-(x? —6x+5)[ﬂx—3)'

sin X+ cosx (x-3)°
_ (sinx—cosx)' [{sin x + cosx) - (sin x — cosx) [ﬂsinx+cosx)' _
B (sinx + cosx)? B
_ (cosx+sinx)((sinx+cosx) - (sinx — cosx)[(cosx—sinx) _
B (sinx+ cosx)’ B
_ (sinx+cosx)? +(sinx—cosx)’ _
B (sinx +cosx)? B
_ Sin® X+ 28iNXCOSX +C0S” X +Sin” X — 2SiN XCOSX + C0S” X _
B (sinx+ cosx)’ B
2

(sinx+cosx)*

4.5. DERIVACIJA KOMPOZICIJE FUNKCIJE (DERIVACIJA S LOZENE
FUNKCIJE)

Neka je (f o g) kompozicija dviju diferencijabilnih funkcija. Tada vrijedi:

(F(a(x))) = f'(a(x))m'(x),
Sto joS zapisujemo i:
(f(a()) = £'(W)B'(x). odie je u=glx).
Ova se formula naziva i pravilo o ulan €anom deriviranju .
Pravilo moZzemo iskazati rije¢ima: sloZzena se funkcija derivira tako da se

derivacija ,vanjske” funkcije pomnozi s derivacijom ,unutarnje“. Kada deriviramo
Lvanjsku® funkciju, u dobivenoj derivaciji prepisujemo ,unutarnju” funkciju.

Primjer 1. Odredimo derivaciju zadanih funkcija:

a) f(x)=(x-5)*
Ovdje je f(u)=u*, u=g(x)=x-5. Prema pravilu imamo:

£(x)= #(u)i'(x) = (u*) ofx-5) =4u® L= 4x—-5)
ili krace, ne ispisujuéi funkcije koje treba derivirati:
£'(x) = (x-5)") = 4(x-5) fx-5) = 4(x-5)".

b) f(x)=+/x+3x
Ovdje je f(u)=+/u, u=g(x)=x?+3x. Prema pravilu imamo:

derivacija
sloZzene
funkcije

pravilo o
ulan ¢éanom
deriviranju
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2X+3

f'x:f'uEg’x: x> +3x) =—=[2x+3)= ——=
(=@ 09=() b +a) =Tt ZE
ili krace, ne ispisujuéi funkcije koje treba derivirati:

' 1 ' 2x+3
f'(x =(\/x2+3x) =— = [x*+3x) =———*=_
() 2\/x2+3xEﬁ ) 24/ X% + 3x

c) f(x)=sin2x

f! (x)=(sm2x) = cos2x [{2x) = 2c0s2x,
d) f(x)=sn

f (x):(sm x) = 2sinx[{sinx) = 2sinxcosx,
e) f(x)=cos(5x-1) ’ '
f'(x) = (cos(5x-1)) =-sin(5x-1){5x-1) =-5sin(5x-1),

f) f (X) - e—x2+3
f '(X) = (e—x2+3 )’ = e—x2+3 [ﬂ_ X2 + 3)' - —ZXG_X2+3,

9) f(X) = |095(X—1)

£/(x) = (log, (x-1)) = (fx-1) =

(x-1)In5 (x-1)In5"

Primjer 2. Odredimo derivacije funkcija:

a) f(x)=4"-2e°
f (x) = ( x 0¥ ) = ( X)' - 2(ex3)' =4*In4-2¢e* [ﬂx3)' = 4*In4-6xe° ,
b) f(x)=log(x? +2)reos3x
£/(x) = (log(x? +2) B:os3x)' = (log(x? + 2)) [eos3x + log(x? +2)fcos3x) =
= m fx? + 2)’ [Bos3x + log(x? + 2) (- sin3x)(3x) =
2X

:m Dtos3x—3|og(x2 + Z)E'kinSX,

o f(x)=niX

2

1-x
f'(x):(ln“’i] _ 12EE1+sz 1-x2 2x{1-x )—(1+>2<2)[ﬂ—2x):
1-x 1+x° (1-x 1+ x* (1—x2)
1-x?
_4x
S 1-x*
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4.6. DERIVACIJA VISEG REDA

Neka je f funkcija koja ima derivaciju u nekoj tocki intervala I. Funkcija f'

moZe imati svoju derivaciju. Za derivaciju te funkcije kazemo da je druga
derivacija funkcije f i piSemo:
() =[(x]

Potpuno analogno definiramo i derivacije viSeg reda :
=[], FO0)=[F()] ...
£ =[O«

!

Primjer 1. Odredimo treéu derivaciju f(x)= 2x? - cosx.

I

£/(x) = (2x2 —cosx) =4x+sinx,
£7(x) = (4x+sinx) =4+cosx,

£(x) = (4+cosx) =-sinx.

Primjer 2. Odredimo petu derivaciju: f(x)=x* — 7x® —6x? +5x + 3.

)= (x* - 7x° - 6x2 +5x+3)' = 4x% - 21x% -12x +5,
£7(x) = (4x° - 21x2 ~12x+5) =12 - 42x-12,
£7(x) = (12x? - 42x-12) = 24x-42,

4.7. JEDNADZBA TANGENTE | NORMALE

U poglavlju 4.2. zakljucili smo:
Granicni je polozaj sekante kada Q — T tangenta, Sto znaci da je granicnha
vrijednost koeficijenta smjera sekante, kad Ax - 0, jednaka koeficijentu smjera
tangente u togki T(x,, f(x,)). Dakle:
K = limk, = lim2Y = jjm & &)= lx)
Ax-0 Ax-0 AX  Mx-0 AX

U poglavlju 4.3. definirali smo derivaciju funkciju f u tocki x, kao broj:

(k) = lim &Y = jim 0o+ 8= £(x).
-0 AX  Mx-0 AX

derivacija
viSeg reda
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Sada mozemo zapisati jednadzbu tangente krivulje y = f(x) u toCki T(xO, yO):

y“Yo:f(%)mx_xd'

Jednadzba normale u togki T(x,,Y,) glasi: y-y, :ﬁ[ﬂx—xo).
0

Primjer Odredimo jednadzbu tangente na graf funkcije f(x) = e u tocki

T(-1y).

Ordinatu toCke T odredujemo iz podatka da to¢ka T pripada grafu funkcije:

y=e™ =¢e"=1,t. T(-11).

Derivacija zadane funkcije je f'(x)=¢e*"* paimamo: f'(x,)= f'(-1)=e™* =1.
Prema formuli jednadzbe tangente y-y, = f'(x,) {x- x,), jednadZba traZene

tangente glasi y-1=x+1= y=x+2.

ZADACI ZA VJEZBU:
1. Odredite derivaciju funkcija:

x°=2x*+3
D=0

_ SINX—COoSX
1+ cosx

b) f(x)
c) f(x)=2%/x - ctogxEinx,

d) f(x)=3/x-(5-2x)fx* + 4x-2),
e) f(x)=5 Onx-e*dog;X,

f) f(x)=log, xX" +7* (&,

g) f(x)=VVx-2x°+R3,

2. Odredite derivaciju funkcije u tocki:

) ()= e bos2x utocki x, =2,

b) f(x

= cog(Inx)@in(inx) u toki
% =1,

hy f(x)=(2sinx—x*f +5/5,

i) f(x)=In XX,
COS X + X

) f(x):\/g.

K) f(x):|n4x+gn&—3e3xz‘3+cos§,

) f(x)= (Inco{Zx —%TDZ,

m) f(x)=Insiny/10x* -~/2 .

c) f(x)=-4ctg®x u togki x, :%,

d) f(x)=1log(x* +1) u tocki x, = 0.

jednadzba
tangente

jednadzba
normale
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3. Odredite derivaciju viSeg reda:

a) f®(x) akoje f(x)=sinx, e) f'(x) akoje f(x)= x21+3'

b) £(x) ako je f) 1'(x) akoje f(x)=e",
f(x)=5-2x-3x+x*,

c) f'(x) akoje f(x)=x*[&", g) f(x) akoje f(x)=e" Lgosx,

d) f"(x) akoje f(x)=In(2x+3), hy £"(x) akoje f(x)=(x*~3xJ".

4. Odredite jednadzbu tangente i normale na graf funkcije f(x)= 2+ X toski

2—4x

s ordinatom —%.

5. Odredite jednadZbu tangente i normale na graf funkcije f(x) =VX*+x+2 u
tocCki s ordinatom 2.

5. PRIMJENE DIFERENCIJALNOG RA CUNA

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci cete odgovoriti na pitanja:
Kako i gdje primjenjujemo derivaciju funkcije? Sto o funkciji moZemo istraziti pomocu derivacije?
Kako nacrtati graf slozenih funkcija?

5.1. PAD | RAST FUNKCIJE. EKSTREMI FUNKCIJE
5.1.1. PAD | RAST FUKCIJE. INTERVALI MONOTONOSTI

U poglavlju 3.2.1. definirali smo rastucée i padajuce funkcije, tj. monotone
funkcije i intervale monotonosti. Ovdje ¢emo upotrijebiti prvu i drugu derivaciju
za analizu geometrijskih osobina funkcija, na poCetku za analizu rasta i pada
funkcije.

Prva deriacija funkcije f u togki T(x,, f(x,)) daje informaciju o koeficijentu

smjera tangente u toj tocCki, a njegov nam predznak daje informaciju o rastu ili
padu funkcije.

Neka je funkcija f derivabilna na intervalu (a,b). Tada vrijedi:
= Funkcija f je rastu éa (strogo rastu éa) na intervalu (a,b) ako i samo
akoje f'(x)20 (f'(x)>0) za svaki xO(a,b).
= Funkcija f je padaju €a (strogo padaju ¢a) na intervalu (a,b) ako i samo
ako je f'(x)<0 (f'(x)<0)zasvaki xO(a,b).

Tocku x, u kojoj je vrijednost derivacije funkcije jednaka nuli, tj. f'(xo) =0,
nazivamo stacionarnom to ¢kom.

rast i pad
funkcije

stacionarna
to ¢ka
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Primjer Odredimo stacionarne tocke i intervale monotonosti funkcije
f(x)=3x* —4x® +3.

Derivacija funkcije je f'(x)=12x® —-12x* =12x?(x—1). Stacionarne togke su
rieSenja jednadzbe f'(x,)=0, tj. jednadzbe 12x?(x —1) = 0. Dobivamo dvije
stacionarne toCke x=01 x=1.

Tijek funkcije mozemo opisati tablicom:

X (-0 0 (01 1 | (1)
f '(X) - - +
f (X) ~a ~a P

Iz tablice &itamo da je funkcija pada na intervalu (- ,1), a raste na intervalu
(Loo).

5.1.2. LOKALNI EKSTREMI

Kazemo da je tocka x, lokalni minimum funkcije f ako postoji interval <a, b>
koji sadrzi x, tako da vrijedi f(x,)< f(x) za svaki xO(a,b).
Kazemo da je tocka x, lokalni maksimum funkcije f ako postoji interval <a, b>

koji sadrzi x, tako da vrijedi f(x,)> f(x) za svaki xO(a,b).

Ako funkcija ima lokalni minimum ili lokalni maksimum u tocki x,, kazemo da
funkcija ima lokalni ekstrem u toCki X, .

lokalni
maksimum

M

y=f(x)

lokalni
maksimum

lokalni
M minimum
\ \ :
T T

lokalni

[ninim.um
T T

lokalni
minimum

lokalni
maksimum

lokalni
ekstrem
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Nuzan uvjet za lokalni ekstrem  daje poucak (P. Fermat):
Neka funkcija f :(a,b) — R ima lokalni ekstrem u tocki x, 0(a,b). Ako postoji

f'(x,), ondaje f'(x,)=0.

Stacionarne tocke i toCke u kojima ne postoji derivacija funkcije su kandidati za
lokalni ekstrem .

Trazenje lokalnih ekstrema
= odredimo stacionarne tocke funkcije f,
= odredimo intervale monotonosti,
= ako je x, stacionarna tocka, onda njezin karakter odredujemo na temelju

rasta ili pada funkcije lijevo i desno od te tocCke.

Zapamtimo:
Ako funkcija f ima stacionarnu tocku x,, tada funkcija ima:
= |okalni maksimum u tocki x, ako f' mijenja predznak iz pozitivhog u
negativni,
= lokalni minimum u to€ki x, ako f' mijenja predznak iz negativhog u
pozitivni.

Primjer Odredimo lokalne ekstreme funkcije: f(x)= %x“ +éx3 - x? +1.

Odredimo stacionarne to¢ke. Derivacija funkcije je f'(x) = x% + x* — 2x, odnosno
f'(x)=x(x=1)(x+2). 1z f'(x)=0 nalazimo da funkcija ima tri stacionarne togke

x=-2, x=01i x=1. Uo€imo predznake u okolinama stracionarnih toCkaka i
opiSimo tok funkcije tablicom:

X (=o0,-2) -2 (-20) 0 (01) 1 (1,00)
f'(x) - 0 + 0 - 0 +
f(x) |~ -g _ 1 ~ 1_72 _

Za x = -2 funkcija ima lokalni minimum koji iznosi —g, za x =0 funkcija ima
lokalni maksimum koji iznosi 1, a za x =1 funkcija ima lokalni minimum koji

, .7
iznosi —.
12

Pogledajmo Primjer u prethodnom poglavlju. Stacionarne to¢ke funkcije
f(x)=3x*-4x® +3 su totke x=0i x=1, ali totka x =0 nije ekstrem funkcije.

trazenja
lokalnih
ekstrema




5.1.3. GLOBALNI EKSTREMI

Ako Zelimo odrediti najvecu ili najmanju vrijednost na zatvorenom intervalu
[a, b], onda govorimo o globalnim ekstremima

Ako je funkcija diferencijabilna na zatvorenom intervalu [a, b], onda ona postize

globalni ekstrem:
= jli u rubnim to¢kama intervala
= li u stacionarnim to¢kama.

Ako funkcija ima prekid, onda globalni ekstrem moze poprimiti i u tocki prekida.

Primjer Odredimo najvecu i najmanju vrijednost funkcije f(x) =1-2x-x* na
intervalu [— 2,2].

Derivacija funkcije je f’(x) =-2-2x.1z f’(x) =0 slijedi da je x=-1 stacionarna
tocka. Kandidati za globalne ekstreme su rubne toCke zadanog intervala i
stacionarna tocka. Izdvojimo vrijednosti funkcije u tim toCkama:

X f(x)
-2 1

‘1

2 -7

Zaklju€ujemo da funkcija ima najvecu vrijednost 2 u tocki lokalnog ekstrema
x ==1, a najmanju vrijednost — 7 u desnom rubu intervala x=2.

5.1.4. DRUGA DERIVACIJA | EKSTREMI

Dovoljan uvjet za postojanje ekstrema mozemo izraziti i pomocu druge
derivacije.

Ispitivanje karaktera ekstrema pomo €u druge derivacije :
= jzraCunamo f'i f",
= rijeSimo jednadzbu f'(x) =0 (njezina rjeSenja su stacionarne tocke X, ),
= akoje f"(x,)>0, onda funkcija f ima minimum u togki x,,
= akoje f"(x,)<0, onda funkcija f ima maksimum u to&ki x,,
= akoje f"(x,)=0, onda karakter todke x, istraZujemo pomocu prve
derivacije.

globalni
ekstremi

druga
derivacija i
ekstremi
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Primjer Odredimo ekstreme funkcije f(x)=2x® -15x? + 24x+2.

Derivacija funkcije je f'(x)=6x? —30x+24 = 6(x> —5x+4). 1z '(x)=0 dobivamo
stacionarne to¢ke x =11 x=4. Prema opisanom kriteriju koji se koristi drugom
derivacijom, dovoljno je za svaku stacionarnu to¢ku odrediti predznak druge
derivacije. Najprije je f"(x)=12x-30, a onda:

f"(1)=121-30=-18<0 pa funkcija u togki x =1 ima lokalni maksimum koji
iznosi f(1)=13 i

f (4) =12[4-30=18>0 pa funkcija u to¢ki x =4 ima lokalni minimum koji
iznosi f(4)=-14.

5.2. KONVEKSNOST | KONKAVNOST

Neka u to&ki T(x,, f (x,)) grafa funkcije y = f(x) postoji tangenta.

Funkcija f je konveksna na intervalu <a, b> ako graf funkcije lezi iznad

tangente u po volji odabranoj tocki intervala.
Funkcija f je konkavna na intervalu <a, b> ako graf funkcije lezi ispod tangente

u po volji odabranoj toCki intervala.
Intervale koveksnosti i konkavnosti nazivamo intervalima zakrivljenosti

Konveksnost i konkavnost funkcije provjeravamo pomocu druge derivacije:

= Funkcija f je konveksna na intervalu (a,b) ako za svaki xO(a,b) vrijedi
f"(x)>0.

= Funkcija f je konkavna na intervalu (a,b) ako za svaki xO(a,b) vrijedi
f"(x)<0.

Tocka u kojoj konveksnost prelazi u konkavnost ili obrnuto naziva se to ¢ka
pregiba ili to€ka infleksije .

251

tocéka infleksije

—tocka infleksije

konveksnost konkavnost

konveksna
funkcija

konkavna

funkcija

intervali
zakrivljenosti

tocka
infleksije
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Intervale konveksnosti i konkavnosti i tocke infleksije odredujemo na sljedeci
nacin:
»= izraCunamo f",
= rijeSimo jednadzbu f"(x) =0 (njezina rjeSenja su moguce toCke pregiba),
= naintervalima na kojima je f"(x)>0, funkcija je konveksna, na ostalima

je konkavna, a na granici izmedu intervala konveksnosti i konkavnosti
nalazi se toCka infleksije.

Primjer Odredimo intervale konveksnosti i konkavnosti i to¢ke infleksije ako je

X
f(x)= o
_y2

Prva derivacija funkcije je f'(x): 17x 5 » a druga derivacija

L)

_ _v2
f"(x) :(ZXLZ));). Iz £"(x)=0 slijedi da su kandidati za to¢ke infleksije x=0 i
1+x

X = +4/3. Trazene intervale ¢itamo iz tablice:

([ | < (39 | o | (o8] | B | (s
£ i 0 n 0 - 0 +

f konkavna inf konveksna Inf konkavna Inf konveksna

Funkcija je konveksna na <— \/§O> W <\/§oo> a konkavna na
<— oo,—\/§> 0 <o, J§> .U totkama x =0, i x =+/3 funkcija ima totke infleksije.

5.3. ASIMPTOTE GRAFA FUNKCIJE

Neka se toCka T neprekidno giba po grafu I', funkcije f tako da barem jedna

od njezinih koordinata tezi u — o ili . Ako pri tome njezina udaljenost od
pravca y =kx+1 tezi k nuli, onda taj pravac nazivamo asimptotom funkcije f.

Asimptota je pravac kojemu se graf funkcije priblizava, ali ga nikada ne sijece.
Vrste asimptota:

= vertikalne asimptote
Ako za funkciju f vrijedi lim f (x) = 4w, onda je pravac x =c njezina
X-C
vertikalna asimptota.

» horizontalne asimptote
Ako postoji | =lim f (x) onda je pravac y =| desna horizonzalna

odre divanje
to caka
infleksije i
intervala
zakrivljenosti

asimptota

vrste
asimptota
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asimptota, a ako postoji | = lim f(x), onda je pravac y =1 lijeva

X - —00

horizonzalna asimptota.
Horizontalne asimptote imaju koeficijent smjera k = 0. Opcenitije:

= Kkose asimptote
Desna (lijeva) kosa asimptota je pravac y = kx+| za koji vrijedi:
lim [f(x)-k«-1]=0, gdje je k = |imM i 1= lim[f(x)-k«].
X— 00 X — too X

X — oo
(x )

5.4. CRTANJE GRAFA FUNKCIJE

Da bismo nacrtali graf funkcije, korisno je obratiti paznju na sljedece:

odrediti podrucje definicije funkcije,

odrediti sjeciSta grafa funkcije s koordinatnim osima,

uociti parnost, neparnost, odnosno periodi¢nost funkcije,

odrediti asimptote funkcije,

odrediti prvu derivaciju funkcije, intervale monotonosti, stacionarne tocke,
odnosno ekstreme funkcije,

odrediti drugu derivaciju funkcije, intervale konveksnosti i konkavnosti i toCke
infleksije.

agrwnE

o

. : y _ x> -x*
Primjer 1. Nacrtaj graf funkcije f(x)—T

1. Domena funkcije skup je svih realnih brojeva.

2. Nultogke funkcije rieenja su jednadzbe 6x? —x* =0.Tosu Xx=0i x=+6.
Graf funkcije sijeCe os x u toCkama (— \/EO) (0,0) [ (\/EO) Os y sije€e u toci
(0,0).

VA VR ST 2 _ 4
3. f(-x)=8CX - () _ 6x o = 1(x) pa zakjusujemo da je funkcija
parna, odnosno njezin je graf simetriCan s obzirom na osy.
Funkcija nije periodi¢na.

4. Funkcija nema asimptota.

5. f'(x) :gx(3— x2) pa su stacionarne totke x =0 i x =++/3. Imamo:

x | (-o=3) | -y3  (-¥30) 0 (043) B | (V3
f' - 0 + 0 - 0 +
f Sa 1 el 0 ~a 1 v

Tocke T(— \/§1) i T(\/é,l) su tocke maksimuma, a to¢ka T(0,0) tocka minimuma.

6. f"(x) :g(l— x?) pa su kandidati za togke infleksije x = +1. Imamo:

koraci pri
crtanju grafa
funkcije
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x | {-e-D) | -1 (-11) 1 (L,eo)
f n _ O + O _
5 5
f konkavna 9 konveksna 9 konkavna
inf inf
. . 5). 5
Tocke infleksije su T(—lgj [ T(Lg)
Graf funkcije ima oblik:
(3.1)

(1.5/9)

Primjer 2. Nacrtaj graf funkcije f(x):3TX2.
X
1. Domena funkcije je skup: R\{- 2} jer mora biti x # -2.
2. NultoCka funkcije je rjeSenje jednadzbe 3x =0, tj. x = 0. Graf funkcije sijeCe

0S X U tocki (0,0). Ujedno je to i sjeciste s osi y.
3. f(— x) = i:(z pa zaklju¢ujemo da funkcija nije ni parna ni neparna.
- X

Funkcija nije periodi¢na.
4. x=-2 je vertikalna asimptota.

lim :(2 =3 pa je pravac y =3 horizontalna asimptota funkcije.
X - too ¥

Kosih asimptota nema (jer ima horizontalnih).
5. f'(x)=

ﬁ >0 pa funkcija nema stacionarnih to¢aka, odnosno nema
X+

ekstrema. Funkcija je rastuéa na cijeloj domeni.

6. f"(x)= ﬁ # 0 pa nema todaka infleksije.

Rjesenja nejednadzbe f"(x)>0 daje interval (-c,—2) na kojemu je funkcija
konveksna, a rieSenja nejednadzbe f"(x)< 0 daje interval (-2,00) na
kojemu je funkcija konkavna.
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Graf funkcije ima oblik:

...............................
-------------------------------

-104+

X2 —2X+2
(x)="—="—.
x—-1
Odredimo ovdje asimptote zadane funkcije, a preostalo napravite za vjezbu.

Primjer 3. Nacrtajmo graf funkcije f

x =1 je vertikalna asimptota funkcije.
X2 —2X+2

Horizontalnih asimptota nema jer je lim -1 =00,
X — Foo X =
Kosa asimptota je pravac y = kx+| gdje je:
2 _2x+ - X+
k= tim 102 im X" 2X*2 g i = lim[f(0)-kd = lim ~**2 = -1 Dakle,
X0 Y X — *o0 X5 =X X — *o0 X = *00 X_l
pravac y=x-1.
6-x:l
“1 y=x-1
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ZADACI ZA VJEZBU:

1. Odredite stacionarne tocke i intervale monotonosti zadanih funkcija:
a) f(x)=x"-2x*+x-2, d) f(x)=x@2™,

b) f(x)=x*+4x-86, e) f(x)=8x*-Inx.

c) f(x)=x-Inx

2. Odredite lokalne ekstreme zadanih funkcija:

a) f(x)=2x?+3x+4, d) f(x)=xre,

b) f(x)=§x3—x2—4x+1, e) f(x)=In(x* +1),

) 1(x)=+ax, ) £(x) = (Inx) .

3. Odredite globalne ekstreme zadanih funkcija:

a) f(x)=(x-3) naintervalu [0,4],

b) f(x)=x*-12x-5 naintervalu [-13],

c) f(x)=v25-x* naintervalu [-22],
(%)

d) f(x)=+/x-4 naintervalu [4 29]

Odredite toCke pregiba i intervale zakrlvljenostl zadanlh funkcija:
f(x)=x*+x-1, d) f(x)=x

(
f(x)= ( 1) + e) f(x)= X
f(

x2-1
X) =

4.
a)
b)

X+2'

5. Odreditte ekstreme funkcija koriste¢i se drugom derivacijom:

a) f(x)=x—6x+1, d) f(x)=x*-2Inx,
_ x+1

b) f(x)=x e) f(x)—m,

c) f(x)= x+— f) f(x)=e"-2x.

6.Nacrtajte graf funkcija:

2) ()= ~3¢+5 o) ()= X202

b) f(x)=x*—8x? +10, f) f(x)=X2>i4

C) f(x)=5(x4—10x2+9), 9) f(x):4‘_b;2
_2x-1 )

d) F(x)==—. h) £ (x)
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KONTROLNA ZADA CA — ZADACI ZA SAMOPROVJERU ZNANJA
PRIMJER PISANOG ISPITA ZNANJA 1Z MATEMATIKE

1. RijeSi jednadzbe:

) oog -3 V Z(n:):(w'

2. a) Prikazi pomocu binomne formule (x5 —2x2)5 =

1 11
j ne sadrzi a?

3a

b) Koji ¢lan u razvoju binoma (a a+

3. IzraCunay:

a) z [z, akoje zl:3\/§(cos77n+isin77ﬂj i z,=-1-i,

9

b) 2 akoje z =3/3+3 i 2 =-6,
Z,

vz 2
C) 7—7|.

4. Koliko ¢lanova aritmeti¢kog niza -16, -10, -4, ... treba zbrojiti da zbroj bude 18207

- ) . | a,-a, =216
5. Odredi &, qin geometrijskog niza ako je S, =40 i :
a;—a =8
6. Odredi domenu funkcije f(x) = 21 [ F2-x - 4log(- 3% +14x +5)
X —
7. Odredi kompoziciie fog, gof,fof i gog akoje f(x)=3x*-2 i g(x)=2x-5.
8. Odredi inverznu funkciju funkcije f(x)=4log,(x-1)+2.
9. IzraCunaj limese:
. (11-3n _ 10n® +4n? 16x* +3-4x . 13" -3[@2" +5"
a) lim B ) lim ) c) lim n+ n n+l ?
) n~oo((3n+4 —5n3—3n+2] O o ada’ | Me5T410127 13
. AX* -Tx+3 N -
d) limX — XES &) lim X+ ~2
-1 x° -1 x--8 x°—9

10. Odredi derivaciju funkcija:

5 5y3

a) f(x):%g, b) f(x)=2%/x - cosx[Einx, c) f(x)=+x-2x°+33,
X + tgx . 2 n

d f :| ' - _ 3x“ -3 Sl

) f(x) N —tox e) f(x)=sinVx-3¢ +cos,

11. Odredi jednadzbu tangente i normale na graf funkcije f(x) =X7% totkis

1+ 2x

ordinatom 2.
12. Nacrtaj graf funkcije f(x)= x*—2x? +1.
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