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KAKO KORISTITI NASTAVNO PISMO

Cijenjeni polaznici,

Svrha nastavnog pisma je olakSati Vam organizaciju samostalnog u¢enja, pripremanje i
polaganje ispita te uspjeSno zavrSavanje upisanog programa.

Na pocetku nastavnog pisma nalazi se sadrzaj koji daje najkraci uvid u strukturu teksta,
odnosno orijentacijski uvid u nastavne cjeline i jedinice koje su razradene u nastavnom pismu i
s kojima cete se upoznati.

U razradi nastavnih cjelina definirani su novi pojmovi i objasnjena pravila i postupci koje
koristimo u rjeSavanju zadataka. Slijedi niz detaljno objasSnjenih primjera, popracenih skicama i
slikama, kroz koje uvjezbavamo uvedeno. Pojmovi i pravila koje uvodimo, zbog lakSeg i brzeg
snhalazenja, istaknuti su na marginama. Prilikom u€enja na margine mozete zapisivati svoje
osobne biljeSke jer je nastavno pismo zamisljeno kao radni udzbenik.

Iza svake nastavne cjeline nalaze se zadaci za vjezbu koje je dobro rijeSiti nakon
proucenih primjera, posebno zato Sto se sli¢ni zadaci pojavljuju na ispitu. Na samome kraju
nastavnog pisma nalazi se primjer ispita koji ¢e Vam posluziti za uvjezbavanje gradiva i zavrsnu

samoprovjeru znanja. Sretno!
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1. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:
1. Sto je kut? Kako proSirujemo pojam kuta? Kako mjerimo kutove?

Kako definiramo trigonometrijske funkcije za po volji odabrani kut? Koja su njihova svojstva?

2.
3. Kako ra¢unamo vrijednosti trigonometrijskih funkcija?
4. Kaoiji identiteti povezuju trigonometrijske funkcije?

1.1. KUT I MJERENJE KUTA

Dosada smo kut definirali kao dio ravnine omeden dvama polupravcima
(dvijema zrakama) sa zajedni¢kom pocetnom to¢kom.
Oznacavali smo ga [pVq. Pritom moramo posebno oznaditi (lukom ili na koji

drugi nacin koji dio ravnine odreden tim polupravcima mislimo:

Kutove mozemo mijeriti. Mjere (veli€ine) kutova izrazavamo mjernim brojem.
Mijere kutova najc¢eS¢ée oznacavamo slovima grékog alfabeta: a, £, x, ...

Definirali smo jedinicu mjerenja stupanj (oznaka 1°) i njezine dijelove minuta
(') isekunda (1) pri Cemu je:
1° =60,
1=60",
1° =3600".

Po toj definiciji puni kut ima 360, ispruzeni 18C, pravi 90° Siljasti kut a:
0°<a <90°, tupi kut B:90°< <180, izboéeni kut y: 180 < y <360 .

U mnogim problemima moramo dopustiti da kut ima mjeru ve¢u od 360°ili da
ona bude negativna. Zato cemo morati prosiriti pojam kuta i njegove mjere.

Zamislimo sada da se neka zraka vrti oko svoje pocCetne toCke V. Neka je njezin

pocetni polozaj zraka p, a zavrsni zraka q. Pri toj vrtnji zraka je ,prebrisala“ dio
ravnine koji nazivamo kut i oznaavamo [IpVq.

stupan;




Kut je ureden par (p,q) dviju zraka koje imaju isti poCetak V. Tocku V nazivamo

vrh kuta, zraku p nazivamo prvi krak (ili po€etni krak), a zraku q drugi krak (ili
zavrsni krak) kuta Opvq.

Ovako definiran kut naziva se joS i orijentirani  kut.

Ako iz poCetne zrake p kuta OpVqg dolazimo do zavrSne zrake kuta q vrtnjom u
smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu, onda kazemo da se zraka vrti u
pozitivnom smijeru . Mjera kuta dobivenog vrtnjom u pozitivnom smjeru je
pozitivha .

Ako se pak vrtnja odvija u smjeru kretanja kazaljke na satu, tj. u negativnom
smjeru , onda je mjera dobivenog kuta negativna .

-270°

-

-180° p

90°

135° 60°
-330°

180°

. :

330° .
-135° -60

270 90°

Osim stupnjeva mozemo izabrati i drugu jedinicu mjerenja. Uobi¢ajena je druga
jedinica radijan.
Definirajmo jedinicu radijan (oznaka 1 rad):

Sredisnji kut kojemu je duljina pridruzenog kruznog luka jednaka duljini
polumjera kruznice je kut mjere 1 rad.

1 rad

r

Punom kutu je pridruzen kruzni luk jednak duljini kruznice. Duljina kruznice je
2r 1. Duljina luka koiji je pridruzen kutu mjere 1 rad je r. Dijeljenjem 2r7:r =2m,
(odnosno odaberemo li polumjer kruznice za jedinicu mjerenja) dobijemo da
puni kut ima 27 rad, odnosno da je:

360° = 2nrad.
Slijedi:

orijentirani
kut

vrh kuta
prvi krak
drugi krak
pozitivha
vrtnja

negativna
vrtnja

radijan




18C° = 7irad,

2]0) =£rad,
2

60° = n rad,
3

45° :ﬂrad,
4

30° =£rad.
6

Iz 18C¢° = nrad dobivamo jednakost koja nam omogucava preracunavanje
stupnjeva u radijane:
1rr="1 rad,
18C

odnosno ako je a mjera kuta u stupnjevima, njegovu mjeru u radijanima
rac¢unamo po formuli:

a® = N [&rrad.
18C

Isto tako iz nrad =180 slijedi:

1rad —@~57°17'45'

7

odnosno ako je a mjera kuta u radijanima, onda mjeru kuta u stupnjevima
rac¢unamo po formuli:

arad = LEY — .

T

Primjer 1. Mjeru kuta u stupnjevima izrazimo u radijanima:

a) 150 =——[150= o rad,
18C 6

b) 7236° = 1—; (7236 = 1.26292ad,

C) 55°2332'= 55392 = 1—’;(_ 55392 = 0.96678ad.

Primjer 2. Mijeru kuta u radijanima izrazimo u stupnjevima:

a) 3rad —@[3 1818873358 =181°5314",
T

b) ? d_@[?— 100 .

prera ¢una-
vanje
stupnjeva u
radijane

prera ¢una-
vanje
radijana u
stupnjeve




1.2. PROSIRENJE POJMA KUTA

Ako sada pretpostavimo da je prvi krak, nakon Sto je opisao puni kut, nastavio
vrtnju oko vrha, onda dobivamo kut kojemu je mjera a > 360, odnosno

a > 2nrad. Vrtnja se moze nastaviti, odnosno zraka p moze i po viSe puta
sprebrisati” cijelu ravninu dok ne dode u polozaj g. Zato isti kut moze imati vise
razli€iti mjera. Dva kraka ne odreduju jedan kut ve¢ njih beskonacno mnogo
pozitivnih ili negativnih, koji se medusobno razlikuju za cjelobrojni viSekratnik
punog kuta.

Neka je a, mjera kuta UpVq. Tada istom kutu pripada i mjera a, + 360,
a,+720¢, alii a, -360°, a, —720¢ i opcenito a, + KLB6C® za neki cijeli broj k.

Mjeru a, kuta odredenog kracima p i g za koju vrijedi 0< a, <360° nazivamo
glavna mjera kuta OpVq. Mjere a svih ostalih kutova odredenih kracima pi q
mogu se izraziti formulom:

a=a, +k3B6C i a=a, +k2mr, kOZ.

Iz toga slijedi:
a, =a-k3B6C ili a, =a-k2m,

pri ¢emu je 0< a, <360 ik najvedi cijeli broj manji od kvocijenta «a : 360,
odnosno a :27.

Primjer 1. Odredimo glavnu mjeru kuta:
a) a=1273
Imamo 1273:360= 35361 pa je k =3. Sada je:
a, =a-k[B60 =1273 -3[360° =193 .

b) a =-3555
Imamo —3555:360=-9875 pa je k =-10. Sada je:
a, = a -k [B6C° = 3555 — (-10)[B60° = 45°.

glavna mjera
kuta

4




c) a=——
6
imamo 2/ =2l _ 271 Ho0as pa je k =22. Sada je:
6 6 2m 12
alza—kﬂﬂ:@—zzmn’:w:z_
6 6 6
d) o=-11%
3
Imamo _1ix 27T = —@E—Iiz—gz—m&% paje k =-19. Sada je:
3 3 2 6
al=a—kﬂﬂ=—&—(—19)ﬂﬂ:w=£.
3 3 3
e) a=-10

Imamo —-10:2n =-159154pa je k =-2. Sada je:
a, =a-k2r=-10-(-2)2r=-10+ 4= 2.56637.

1.3. BROJEVNA KRUZNICA

U pravokutnom koordinatnom sustavu nacrtajmo kruznicu cCije je srediSte u
ishodiStu sustava , a polumijer joj je 1. Neka je A(lO) to¢ka na presjeku kruznice
I OSi apscisa.

Prislonimo brojevni pravac na kruznicu tako da svojim ishodiStem dira kruZnicu
u to€ki A. Zamislimo da se taj pravac, bez rastezanja, namata na kruznicu. Tada
Ce se njegov interval [0,277) preslikati na Citavu kruznicu jer je opseg kruznice
2n . Isto ¢e se dogoditi i s intervalom [277,477), kao i s intervalom [— 2770) |

svakim drugim duljine 27.
by
m
3.
o
A(1,0)
O

w

- n|a N

-

3k

(03]




Tako se svaki realni broj t brojevnog pravca preslika u jednu to¢ku E(t) na
kruZznici. Broj t je mjerni broj duljine orijentiranog luka AE(t) i radijanski mjerni
broj orijentiranog sredignjeg kuta CAOE(t).

Namatanjem brojevnog pravca na
kruznicu definirano je pridruzivanje:

p |
E®) t — E(t) izmedu realnih brojeva i
¢ skupa toCaka kruznice koje nazivamo
eksponencijalno preslikavanje .
0 t A(1,0) Kruv2n_icu n_azi_va_lr?o brojevvr)a -
ofo 5 kruznica , jedini €na kruznica ili

trigonometrijska kruznica .

Kad preslikamo sve realne brojeve t intervala [0,277) na toCke kruznice, ,prekrili*
smo cijelu kruznicu. Nastavimo |li namatanje pravca nakon 5to smo preslikali
interval [0,277), onda ¢emo togku E(t,) pridruZiti broju t, D[O,Zﬂ) uvecanom za
duljinu kruznice 27, tj. broju t, + 277. Daljnjim namatanjem istu tocku
pridruzujemo brojevima t, + 2277, t, +3[277, ... Namatanjem onog dijela
brojevnog pravca ha kojemu su smjesteni negativni brojevi, to¢ku E(t,) pridruzit
¢emo brojevima t, -2, t, -2[2m, t, -3[27, ...

Opcenito mozemo pisati:

E(t,)= Et, +k27), kOZ.
t, 0[0,277) je glavna mjera svih kutova kojima je pridruzena todka E(t, ).

Brojevnom kruznicom svakom realnom broju t pridruzujemo jednu jedinu tocku
E(t), a jednoj to&ki brojevne kruznice pridruzujemo beskona&no mnogo realnih
brojeva koji se razlikuju za cjelobrojni viSekratnik broja 27 .

TocCkama u kojima kruznica sijeCe koordinatne osi pridruzeni su brojevi

0+k[27, §+kE?_ﬂ, n+ki2n, 37n+kD277.

Primjer 1. Nacrtajmo na brojevnoj kruznici tocke pridruzene brojevima k %

k ON.

brojevna
kruznica




Primjer 2. Odredimo glavnu mjeru t, broja ti kvadrant u kojemu se ti brojevi
nalaze prikazani na brojevnoj kruznici.

a) t= 783n
4
Postupimo kao u Primjeru 1. prethodnog odjeljka.
Imamo 8 12 = 783n E—IL _ 183 97875 pa je k =97. Sada je:
4 4 2m 8
t, =t—k[2ﬂ=@—97ﬂ2ﬂ=7—n.
4 4
Dobivamo da je E(@j = E(7—ﬂj a buduci da je 7—”D 3—”,271
4 4 4 2
brojevi t, it nalaze se u Cetvrtom kvadrantu.
b) t=-400

Imamo —-400:2n =-6366198pa je k =—-64. Sada je:
t, =t -k [277=-400- (- 64) 277 = -400+1287 = 2.12387.

Dobivamo da je E(-400) = E(2.12387), a buduéi da je 2.123870 <’—2T ,n>

brojevi t, i t nalaze se u drugom kvadrantu.

1.4. DEFINICIJE TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Do sada smo definirali trigopnometrijske funkcije Siljastog kuta pravokutnog

trokuta kao omjere duljina stranica trokuta. Ovdje ¢emo proSiriti te definicije i

definirati trigopnometrijske funkcije sinus, kosinus, tangens i kotangens kao

realne funkcije. Koristit ¢emo brojevnu kruznicu na koju smo smijestili sve realne

brojeve.




Sinus i kosinus

Neka je t po volji odabran realni broji T = E(t) = (x, y) njemu pridruzena tocka
brojevne kruznice. Na slici je odabrana to¢ka u prvom kvadrantu. Primjenom
definicija trigonometrijskih funkcija Siljastog kuta u pravokutnom trokutu OPT
dobivamo:

costzgzx isint===y.

T=E()=(xy) =(cost, sint)

) t
sint| 1

Prema tome, to¢ka T ima koordinate T(cost sint).

Vrijednost funkcije kosinus po volji odabranog realnog broja t, oznaka cost, je
apscisa , a vrijednost funkcije sinus , oznaka sint, ordinata tom broju
pridruzene togke T = E(t) brojevne kruZnice.

Uocavamo sa slike da je najveca vrijednost koju poprimaju funkcije sinus i
kosinus 1, a najmanja vrijednost koju poprimaju —1.

Dakle, funkcija sinus realnom broju t pridruzuje vrijednost sint D[— 11], a funkcija
kosinus realnom broju t pridruzuje vrijednost cost [ [— ],1], tj:

sin:R - [-11] i
cos:R - [-14].
_ . . . . . 2T 2n
Primjer 1. Pomocu brojevne kruznice nacrtajmo: sm?, cos?.

:2—; =120 nalazi se u drugom kvadrantu.

E) o

sin t

A(1,0)

definicija
funkcija
sinus i
kosinus

A
N




Tangens

Povucimo tangentu p na brojevnu kruznicu u tocki A(lO).
Neka je t ¢§+ krr, kOZ, po volji odabran realni broji T = E(t) njemu

pridruzena toCka brojevne kruznice. Na slici je odabrana to¢ka u prvom
kvadrantu. Pravac OT sijeCe tangentu p u tocki P(l y). Primjenom definicija
trigonometrijskih funkcija Siljatog kuta u pravokutnom trokutu OAP dobivamo:

gt=J=y.

1
/3(1,y) =P(1tgY

= E(t
( fgt

N

p

Prema tome, to¢ka P ima koordinate P(1,tgt).

definicija
funkcije
tangens

Vrijednost funkcije tangens po volji odabranog realnog broja t ¢§+ km, kOZ ,

oznaka tgt, je ordinata toCke u kojoj pravac OT sijeCe tangentu p.

Funkcija tangens po volji odabranom realnom broju t # g +krr, kOZ pridruzuje
vrijednost tgt OR, tj:
tgt ZR\{%T+k7T,kDZ} - R.

Funkcija tangens nije definirana za bojeve t = g +krr, kOZ jer za njih pripadni

pravac OT ne sijeCe tangentu p nego je s njome paralelan.
Kotangens

Povucimo tangentu g na brojevnu kruznicu u tocki C(O,l).

Neka je t # kn, kJZ, po volji odabran realni broj i T = E(t) njemu pridruZena
toCka brojevne kruznice. Na slici je odabrana tocka u prvom kvadrantu. Pravac
OT sijecCe tangentu q u tocki Q(x,l). Primjenom definicija trigonometrijskih
funkcija Siljatog kuta u pravokutnom trokutu OCQ dobivamo:

X
ctgt =—=Xx.
J 1




q CO1)] cigt A1}=Q(ctg t1)

T=E®

a
N

Prema tome, to¢ka Q ima koordinate Q(ctgtl).

Vrijednost funkcije kotangens po volji odabranog realnog broja t # kn, kOZ ,
oznaka ctgt, je apscisa toCke u kojoj pravac OT sijeCe tangentu q.

Funkcija kotangens po volji odabranom realnom broju t # k7, k OZ pridruzuje
vrijednost ctgt R, tj:
ctgt :R\{kr,k0Z} - R.

Funkcija kotangens nije definirana za bojeve t =kn, k[JZ jer za njih pripadni
pravac OT ne sijeCe tangentu g nego je s njome paralelan.

Primjer 2. Pomocu brojevne kruznice nacrtajmo: tg%, ctg%.

t= m =330 nalazi se u éetvrtom kvadrantu.

c(01) g

NES

p

~_ ctgt

1.5. PREDZNACI VRIJEDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKC IJA

Po definiciji vrijednosti trigonometrijskih funkcija su koordinate to¢aka. Kako
predznak koordinata tocke ovisi u kojem je ona kvadrantu tako i predznak
vrijednosti sint i cost ovisi o0 tome u kojem je kvadrantu tocka E(t), a predznak
vrijednosti tgt i ctgt o polozaju to€aka P i Q. Korisno je zapamtiti kakvi su
predznaci tih funkcija u pojedinom kvadrantu.

definicija
funkcije
kotangens

10




KVADRANT

l. . 1. V.
sin + + - .
PREDZNAK
cos + - - +
VRIJEDNOSTI
tg + - -
FUNKCIJE ctg n ) )

Provjerite podatke iz tablice redom za kut prvog, drugog, treceg i Cetvrtog
kvadranta.

Primjer 1. Odredimo da li je vrijednost zadanog izraza pozitivna ili negativna:
ctgl87 [tos'(-103) [3in166°
tg®353 dg?(—253) '

Buduci da se trazi samo predznak izraza, a ne njegova vrijednost, dovoljno je
smjestiti zadane kutove u odgovarajuéi kvadrant te pogledati vrijednost
trigonometrijskih funkcija u pojedinim kvadrantima:

C))' dy) - O)d)ds) _

(Fr Ot

1.6. IZRACUNAVANJE VRIJEDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Ranije smo racunali vrijednosti trigonometrijskih funkcija za kutove od 30°, 45°i
60°promatraju ¢i jednakostrani¢an trokut i jednakokrac¢an pravokutan trokut.
Dobili smo podatke zapisane u tablici:

a 30° 45° 60°
sina 1 ﬂ ﬁ
2 2 2
cosa V3 V2 1
2 2 2
tga V3 1 V3
3
ctga V3 1 g

Naucili smo i raCunati vrijednosti trigopnometrijskih funkcija za po volji odabrane
kutove tD<O°,90°> pomocu dzepnog racunala. Postupak racunanja vrijednosti

funkcija za kut t >90°, kao i za negativne kutove, isti je kao za Siljaste kutove:
upisujemo mjeru kuta s predznakom i pritisnemo tipku s nazivom funkcije €iju
vrijednost zelimo izraCunati. Kod nekih raCunala najprije upiSemo naziv funkcije
pa onda mjeru kuta. Dobivenu pribliznu vrijednost zapisujemo na odredeni broj
decimala ovisno o tome koliku preciznost zelimo.

tablica
predznaka
vrijednosti
trigonome-
trijskih
funkcija

vrijednosti
trigonomet-
rijskih
funkcija
poznatih
kutova prvog
kvadranta
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Dok nije bilo rac¢unala koristile su se tablice vrijednosti trigonometrijskih funkcija
kutova tD[OO ,90°], tj. kutova iz prvog kvadranta. Vrijednosti funkcija ostalih
kutova tada raCunamo postupkom svodenja na prvi kvadrant, odnosno
postupkom kojim vrijednost funkcije kuta koji nije u prvom kvadrantu izrazavamo
pomocu funkcije odgovarajuceg kuta u prvom kvadrantu. Pri tome koristimo
formule za svodenje na prvi kvadrant koje nazivamo formule redukcije:

sin(n—t) = sint sin(7z +t) = —sint sin(2n-t) = -sint
codr-t) = -cost codr+t) = —cost cod277-t) = cost
tg(—t) = —tgt tg(r7+t) =tgt tg(277-t) = —tgt
ctg(77— x) = —ctgt ctg(77+x) = ctgt ctg(277- x) = —ctgt

Mi ¢emo u nastavku koristiti tablicu vrijednosti trigopnometrijskih funkcija kutova
tD[O’ 360’] koja se nalazi u Dodatku . PokuSajte sami dobiti rezultate iz tablice
postupkom svodenja na prvi kvadrant.

Ovdje ¢éemo pogledati vrijednosti trigonometrijskih funkcija za kutove od 0° 907,
18C, 27C°i 360, tj. za kutove O, g i, 3777 I 2. Smjestimo ih na brojevnu

kruznicu te se sjetimo definicija funkcija i podrucja njihove definicije. Slijedi:

P
E(3) q
sing
E(m) cos T 0 cos 0 1| E(0) = E(2m)
. 3m
sm?
E(%r
. . .7 ) . 37
sin0=sin2n=0 smz=1 sinz1=0 sm7=—1
cosO=cos2n =1 cosg =0 cosn=-1 0033772 =0
7l 37
tg0=1tg2n=0 th:ioo tgn=0 tg7:ioo
7l 3n
ctg0 =ctg2n =+ cth = ctgn = oo ctg7 =

formule
redukcije

12




Do sada smo se prisjetili kako za zadani realni broj odredujemo vrijednost
trigonometrijske funkcije. Od ranije znamo da ¢esto moramo rjeSavati obrnuti
zadatak: odrediti kut ako je poznata vrijednost trigonometrijske funkcije za taj
kut, odnosno realni broj. Prisjetite se tog postupka koji smo naucili ranije, a o
tome nastavljamo u iduéem poglavlju.

Pogledajmo u primjeru kako racunamo vrijednosti trigopnometrijskih funkcija za
.poznate” kutove, tj. kutove koje mozemo svesti na kutove prvog kvadranta.
Napomenimo da ¢emo korak odredivanja kuta t,, tj. odredivanje odgovarajuceg
kuta u prvom kvadrantu, uglavnom izostavljati, posebno zapamtimo li vrijednosti
iz tablice u Dodatku.

Primjer 1. IzraCunajmo:

. 4151
a) sin
Odredimo najprije glavnu mjeru kuta 411 :
4l :2772@:i =415:8= 51875 pa je k=51. Sada je
4 4 2
415n i

t, = -51@7=—.
4 4

n . Y . .. e .
Kut " nalazi se u Cetvrtom kvadrantu. Simetrijom pridruzeni broj u

: m_n _. . «
prvom kvadrantu je t, = 271—7 :Z. Sinus je u Cetvrtom kvadrantu
negativan, pa je:

. AIT /4
=sin— =-sin— = -—
4

/2

2

sin

b) tg(-12120)
Odredimo najprije glavnu mjeru kuta —12120C:
-12120:360= -336 pa je k = -34. Sada je
t,= -12120 - (- 34)[(B6C° =120°.
Kut 12C° nalazi se u drugom kvadrantu. Simetrijom pridruzeni broj u
prvom kvadrantu je t, =180° -120° =60°. Tangens je u drugom
kvadrantu negativan, pa je:
tg(~12120) =tg120° = - tg60° = —/3

13




1.7. SVOJSTVA TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA
Podru €je definicije i podru ¢€je vrijednosti funkcija

U odjeljku 1.4. ve¢ je bilo govora o podrucju definicije (domeni) i podrucju
vrijednosti (kodomeni) trigonometrijskih funkcija.

Funkcije sinus i kosinus su definirane za svaki realni broj t, tj. njihova je domena
Citavi skup R. Maksimalna vrijednost funkcija je 1, a minimalna -1 pa je
podrucje vrijednosti sinusa i kosinusa interval [— ll].

Funkcije tangens definirana je za svaki realni broj t ¢§+ krr, kOZ , tj. domena

funkcije tangens je skup R\{ 5 +krm, kO Z}

Funkcije kotangens definirana je za svaki realni broj t # kn, kOZ , tj. domena
funkcije kotangens je skup R\{kﬂ, k[ Z} :
Podrucje vrijednosti funkcija tangens i kotangens je Citavi skup R.

Parnost i neparnost

KaZzemo da je funkcija f: D —~ R parna ako i samo ako vrijedi f(-x)= f(x) za
sve vrijednosti xLID.
KaZzemo da je funkcija f: D ~ R neparna ako i samo ako vrijedi f(-x)=—-f(x)

za sve vrijednosti x[D.
Primijetimo da funkcija ne mora biti niti parna niti neparna.

Pogledajmo sliku:

E(t) = (cos t, sint)

o
1

[N

=

E(-t) = (cos(- 1), sin(-t))

Uocavamo da je:
sin(-t) = —sint i

cog-t)=

Da bi provjerili parnost ili neparnost funkcije tangens mozemo postupiti na slican
nacin, promatrajuci sliku, ali se mozemo sjetiti i veze izmedu trigonometrijskin
funkcija koja nam je poznata od ranije:
sin —sint
tg(-t) = 1) _ —tgt.

cod-t)

domenai
kodomena
trigonome-
trijskih
funkcija

parna
funkcija

neparna
funkcija
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Kako je ctgt = é funkcije tangens i kotangens iste su parnosti. A kako je

tangens neparan, tako je i kotangens neparan, tj.
tg(-t)=-tgt i
ctg(-t) = —ctgt.

Periodi €énost

Kazemo da je funkcija f: D —» R periodi €na ako postoji broj P >0 takav da za
sve x[D vrijedi f(x+P)= f(x). Broj P naziva se period funkcije f. Najmaniji
pozitivan broj za koji to vrijedi naziva se temeljni period .

Pri smjeStanju realnih brojeva na brojevnu kruznicu jednoj tocki kruznice
pridruzujemo beskonacno mnogo realnih brojeva, tj. zaklju€ili smo da za realni
broj t vrijedi:

E(t)=E(t+k2n), kOZ.

Navedeno izravno povlaci da je:
sint +k (277) = sin(t) i
codt + k 27) = codt), kOZ.

Zaklju€ujemo da su funkcije sinus i kosinus periodi¢ne s periodom k27, kOZ.
Najmaniji pozitivan od tih perioda je 271 pa je temeljni period funkcija sinus i
kosinus P =2n (P =360).

Na slici vidimo da su tocke E(t) i E(t +77) simetriéne s obzirom na ishodiste
koordinatnog sustava. Drugim rije€ima, pravci OE(t) [ OE(t + 7T) podudaraju pa
se podudaraju i vrijednosti trigonometrijskih funkcija tangens i kotangens
brojeva nit+n, i

tg(t+k )= to(t) |

ctg(t + k 7) = ctg(t), kOZ.

q ctg t = cty (t+rr)/
ce

E()
t+11 A%

Dakle, funkcije tangens i kotangens su periodi¢ne s periodom k7, KOZ i
temeljnim periodom P =7 (P =18C).

fg t =tg (t+1)

A(1,0)
E(t+m)

Ie}

Primjer 1. Pojednostavimo primjenom periodic¢nosti te parnosti ili neparnosti:

[sin(687 - x) - 2sin(x - 972C)] [ctg(2340 - x)
tg(x —1777) J2cod5400 - x) + 4codx - 7271)|

periodi ¢na
funkcija

period

temeljni
period

periodi énost
funkcija
sinus i
kosinus

periodi énost
funkcija
tangens i
kotangens

15




Buduci da imamo:
[sin(34[27 - x) - 2sin(x - 271360°)] [ctg(13[180° - X)
tg(x —1707) (J2co15B60° - x) + 4cogx — 36 277)|
[sin(- x) - 2sinx](ctg(- x)

rimjenom svojstva periodi¢nosti najprije dobivamo:
Primy jSap Pt tgx [J2cog~ x) + 4cosx]

onda primjenom svojstva parnosti i neparnosti te poznatih veza izmedu
trigonometrijskih funkcija:

. COSX
, ) = 3sinx [l ———
[~ sinx - 2sinx] i{- ctgx) _ [é smxj _3cosx 1.
tgx [ﬁZ Cosx + 4cosx] sinx Bcosx Gsinx 2

COSsX

1.8. TRIGONOMETRIJSKI IDENTITETI

1.8.1. OSNOVNI TRIGONOMETRIJSKI IDENTITETI

E(®) Promotrimo sliku. 1z pravokutnog trokuta
OPE(t) primjenom Pitagorina pou¢ka
dobivamo da za svaki realni broj t vrijedi:

1 sint
t P sint+cost =1.
0| cost 1

Dobivenu jednakost nazivamo temeljni
trigonometrijski identitet .

Ranije smo dokazali i ostale osnovne veze izmedu trigonometrijskih funkcija:

int
gt = Si ’

ctgt = C°%
sint
Slijede identiteti:
1+tg®x=——— i 1+ctg’x=——
CO<” X sin‘ x

Primjer 1. IzraCunajmo vrijednosti preostalih trigonometrijske funkcija ako je

tga =£), aD<157T,3—]JT>.
9 2

temeljni
trigonome-
trijski
identitet

osnovne
veze
trigonome-
trijskih
funkcija
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Odredimo najprije kvadrant u kojemu se nalazi kut ¢ . Bududi da je
E(@157) = E(n) i E(3;ﬂj E(szﬂj vrijedi <15ﬂ371n> <IT 3;> odnosno a je kut

u tre¢em kvadrantu. To znaci da vrijednost sinusa i kosinusa kuta a negativna.

Sada iz identiteta 1+tg°a =——— dobivamo:
cos” a
1 1600 1681
=1+ = ,
cos’a 81 81
odnosno
cod o = oL
1681
pa je
9
cosq =——.
41
sina mozZemo izraCunati primjenom temeljnog trigonometrijskog identiteta ili
sina . .
formulom tga = iz koje je:
cosa
sina = cosa [ tga-—gg@ 40
41 9 41
Na kraju je: ctga = 1 i
tga 40

1.8.2. ADICIJSKI TEOREMI

Iskazimo (bez dokaza) adicijske teoreme, tj. funkcije zbroja i razlike:

sin(a + ,B) =sina cosp £ cosasin sinus zbroja (razlike)
coda + 8) = cosa cosB F sinasin3 kosinus zbroja (razlike)
_ tga +tgB : : adicijski
gaxf)=———— )
g( ,3) 1¥1ga dgf tangens zbroja (razlike) teoremi
ctga [ctgfF1 . .
cglax f)=—"— =
9( ,3) cigp & ciga kotangens zbroja (razlike)

U navedenim formulama treba uzeti ili samo gorniji ili samo donji predznak.
U formulama u kojima dolazi tg i ctg pretpostavljaju se argumenti za koje su te
dvije funkcije definirane.

Primjer 1. Bez upotrebe dzepnog racunala izracunajmo:

a) cosl05 = cod45° +60°) = cos45° cosB0° - sin45°sin60° =

17




258 Vo _Jere-y
2 2 2 2 4
g’ -tg”
b) tg£:tg[7_7_7_7j: 3 "4 :\/5—1D’l.—\/§:
12 3 4 1+thEﬂgZ 1+43 1-4/3

_3-3-1+43 _2/3-4 _ ‘ZEﬁZ‘*/é):z—\/é.

1-3 -2 -2

Primjer 2. Bez upotrebe dZepnog racunala izraunajmo:

a) Sin10°cos50° +cosl0°sin50° = sin(10° +50°) = sin60° = g ,
py 901020 5 o) =tg30r = V3
1+tg50° [ig20° 3

Primjer 3. Bez upotrebe dzepnog racunala izraCunajmo sin(l—;+ xj ako je

tom g

cosx:—l—z, xO( -
13 2

).

Buduci da je E[

—%Tj - E[I—ZTJ i E(-97) = E(n), vrijed <—%T ,—9n> =<

T

2'”>

pa je x u drugom kvadrantu. To znaci da vrijednost sinusa pozitivha. Sada iz
temeljnog identiteta sin” x+cos® x =1 dobivamo:

2
sin® x =1—(—1—2j ,
13
odnosno
sin® x =
16¢
paje
. 5
sinx =—.
13
Sada je
sin(l—T+ xj = sinl—Tcosx+ cos’—Tsinx = E [é_l_Zj +1 GE = 5_12\/5 )
3 2 13) 2 13 26

ZADACI ZA VIEZBU:

1. Odredite glavnu mjeru i prikazi na brojevnoj kruznici tocku E(t) ako je:

83n 26971 3951 d) t =3930 .

a)t:_?, b)t: ) C) t:_T,

Oznadite vrijednosti svih trigopnometrijskih funkcija za zadani broj t.

18




2. Odredite na brojevnoj kruznicu to¢ku E(t) ako je:

a) sint =% i cost>0, b) cost :—% i sint <0,

C) tgt = —g i sint>0, d) ctgt =3 i cost<O.

3. Odredite da li je vrijednost izraza pozitivna ili negativna:
a) ctg333°[cos(1171°) [sin55°
tg?300° dg(-222°) '

59971

cos (-1180) 3in

b)
ctg( 7;”) g(1630)

4. Pojednostavite primjenom periodi€¢nosti te parnosti ili neparnosti:
a) cosB8n — x) [tg(108C - x) |
sin(720Q — x) Letg(x — 557m)
5sin(44n - x) —3sin(x —720°)
3c0s(800 - x) + cos@4T+ X)
ctg (67— x) +tg(x—13n)
tg (2077- X) —ctg L r—x)
3cos@4n — x)sin@7n — X) — cos@4n + X) sin(x —187)
2sin(L477— X) + sin(x — 3677) '

b)

c)

d)

5. Ne koristeci dZzepno ra¢unalo, primjenom parnosti i neparnosti te
periodi¢nosti izraCunajte:

sin? 4; — 35in3390 [£0s(5580)

tglojﬂ 3si[ 52”) Ictg? (~5160)

o571
6 ctg?(-3270)

b) sin192C (g

6. lzraCunajte preostale trigopnometrijske funkcije ako je:
a) sint:—@ tD< 3”,
61

2
b) cosx:—g', xD<9—n 5rT),
25 2

c) tga = —f—g, a 0(3150,3240),

63 157
d) Ctgﬂ = _E, ﬁD<_7 ,_77T> .

7. Bez upotrebe dzepnog racunala izraCunajte:
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a) sin[z—xj ako je sinx=§, XD<E,IT ,
3 5 2

b) co{x—s—nj ako je tgx:g', XD<77,3—]T>,
6 7 2

C) tg[7—ﬂ—xj ako je cosxz—ﬁ, XD<E,IT ,
4 14 2

Vi . 1
d) ctg| x+— | ako je tgx==.
) g( 4j e tgx=2

8. Bez upotrebe dZepnog racunala izraCunajte:

a) sin75°,
5Sn  3n . . 5n . 3n

b) cos—cos— +sin—sin—,
8 8 8 8

c) sin(x+20°)cos@0® - x) +cosfx + 20°)sin(40° - x) ,
n

d) ctg—,

) c9 -

28 28
29 . T’
1+tg——[g—
g 28 g28

ctg70°[ctglO° +1
ctgl0® —ctg70°

e)

2. TRIGONOMETRIJSKE JEDNADZBE | NEJEDNADZBE.
GRAFICKI PRIKAZ TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Kako rjeSavamo osnove trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe?
2. Kako rjeSavamo razli¢ite tipove trigonometrijskih jednadzbi?

3. Kako graficki prikazati trigonometrijske funkcije?

2.1. OSNOVNE TRIGONOMETRIJSKE JEDNADZBE
Pogledajmo kako rjieSavamo osnovne trigonometrijske jednadzbe:

a) sinx=c¢, -1<c<1

Primjer 1. RijeSimo jednadzbu: sinx:%.

. : 1. . . . : T .
JednadZzbu sinx ZE ispunjavat ¢e sve to¢ke brojevne kruznice Cija je ordinata

osnovne
trigonome-
trijske

jednadzbe
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%. Povucimo pravac y =%. On sijeCe brojevnu kruznicu u dvije tocke T, i T,.

nn_5n

/\ . Odgovarajuéi kutovisu 2 i 7-2 ="
T, T, Y73 6 6 6

sin

X

No, ordinatu % imaju i svi oni kutovi koji se

X
0 od navedena dva razlikuju za viSekratnik
broja 27, tj. rjeSenja jednadzbe su:

=ik
6

X, =5—n+kD?7T, kOZ.
6

Opcenito, jednadzba sinx=c, —1<c<1 ima rjeSenja:

X =X, +tk2mi x, =m—x, +k2m, kUZ,

gdje je X, kut za koji vrijedi sinx, =c i —g < X < g Taj kut oznacavamo

X, =arcsinc (Citamo: ,arkus sinus ce). Vrijednost arkus sinusa dobivamo
pomocu tablica ili pomoéu dZepnog raéunala pritiskom na tipku SIN™.

b) cosx=c, -1<c<1

V2

Primjer 2. RijeSimo jednadzbu: cosx=7.

. 2 . . . . , .y .
JednadZbu cosx =% ispunjavat Ce sve to¢ke brojevne kruznice Cija je apscisa

V2

- Povucimo pravac X :72. On sijeCe brojevnu kruznicu u dvije tocke T, i

T,. Odgovarajuci kutovi su KLy 7_77' odnosno i - 7%
4 4 4 4

_\2

X=-= 5
No, apscisu > imaju i svi oni kutovi koji se od

Ty navedena dva razlikuju za viSekratnik broja 27,
tj. rjeSenja jednadzbe su:

_n
Xrobe ¢ X = 2 +k 2
0 X,

xzz—%+kQﬂ,kDZ
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Opcenito, jednadzba cosx=c, —1<c<1 ima rjeSenja:
X =X, +k2mi x, =-x, +k2m, kOZ,
gdje je X, kut za koji vrijedi cosx, =c i 0< x, < 77. Taj kut oznacavamo

X, =arccog (Citamo: ,arkus kosinus ce*). Vrijednost arkus kosinusa dobivamo
pomocu tablica ili pomoéu dZepnog raéunala pritiskom na tipku COS™.

Cc) tgx=cictgx=c, cR

Primjer 3. RijeSimo jednadzbu: tgx = V3.

Odredimo toc¢ku P(l \/5) na pravcu x =1. Pravac OP sijeCe brojevnu kruznicu u
dvije tocke T, i T,.

Ty tgx Odgovarajuci kutovi su =§ i

nn_4an S L
X, = 7T+§ :?. No, zadani uvjet ispunjavaju i

c X, svi oni kutovi koji se od navedena dva razlikuju

za viSekratnik broja 27 . Kako je funkcija

tangens periodi¢na s temeljnim periodom 7z,
dovoljno je zapisati rjeSenja jednadzbe:

x=§+kD7, kOZ.

Opcenito, jednadzba tgx =c, cIR ima rjeSenja:

X=X, +klr, kOZ,

gdje je x, kut za koji vrijedi tgx, =C i —g <X, <g. Taj kut oznaavamo

X, =arctgc (Citamo: ,arkus tangens ce*). Vrijednost arkus tangensa dobivamo
pomodu tablica ili pomoéu dZepnog radunala pritiskom na tipku TAN™.
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Primjer 4. RijeSimo jednadzbu: ctgx = -2.34567.

Buduci vrijedi tgt = i imamo
ctgt

tgt = -0.426317 RijeSimo li jednadzbu kao u
prethodnom primjeru, dobivamo da su
rieSenja jednadzbe:

x=-23°0521'+k [18C°, k[Z.

Kao osnovne trigonometrijske jednadzbe rjeSavamo i sljedecu i njoj sli¢ne
jednadzbe:

Primjer 5. RijeSimo jednadzbu: sin(g —2?”) = —?.

Povucimo pravac y = ——3. On sije€e brojevnu kruznicu u dvije toCke T, i T,.
2

Njima odgovarajuci kutovi su Ly n—(—ﬂj —4—77.
3 3 3
No, ordinatu —g imaju i svi oni kutovi koji se

od navedena dva razlikuju za viSekratnik broja

43_"\ 2n,
5

——-—=—-—+k[21
lsin 3 3
& paje
2 —
P s . X, =m+kBm, kOZ
[
ﬁ—z_n-:‘l_n--*-kmn'
3 3 3
iz Cega slijedi

X, =6m+ kB, kKOZ.

23




2.2. TIPICNE TRIGONOMETRIJSKE JEDNADZBE
JednadZzbe koje se svode na algebarske

Ove jednadZbe rjeSavamo tako da sve trigonometrijske funkcije izrazimo
pomocu jedna funkcije istog argumenta. Dobivena ekvivalentna jednadzba se
rieSava uvodenjem nove nepoznanice umjesto te trigonometrijske funkcije. Kad
rijeSimo tu jednadzbu dobijemo jednu ili viSe osnovnih trigopnometrijskih
jednadzbi.

Primjer 1. Rijesimo jednadzbu: 10sin® x + 3cosx—9=0.

ZapiSimo najprije sve trigonometrijske funkcije u jednadzbi pomocu jedne
trigonometrijske funkcije istog argumenta. Temeljni trigonometrijski identitete
daje:
10(1- cos’ x)+3cosx-9=0,
tj.
—10cos x+3cosx+1=0.
Uvodimo novu nepoznanicu t = cosx. Dobivamo jednadzbu:
-10° +3t+1=0,

Cija su rjeSenja: t; :% it, = —%. Vratimo se u supstituciju i rijeSimo jednadzbe:
COSX :% i cosx = —é . RjeSenja ovih osnovnih trigopnometrijskih jednadzbi su:

x1:§+2kﬂi X, :—g+2kn, kDZ,

odnosno
X, =1.77215+ 2k i X, = -1.77215+ 2krr, kOZ.

Homogene jednadzbe

Homogena trigonometrijska jednadzba je jednadzba oblika:
a,sin" x+a,_, sin"™" xcosx+...+a, sinxcos™ x+a,cos' x=0,
pri éemu su a,, a,, ..., a, realni brojevi.

Linearna trigonometrijska jednadzba homogena s obzirom na sinx i cosx ima
oblik:
asinx+bcosx=0, aZz0 i b#0.
RjeSava se dijeljenjem s cosx # 0. Tako dobijemo osnovnu trigopnometrijsku
jednadzbu:
atgx+b=0.

Primjer 2. RijeSimo jednadzbu: sinx++/3cosx = 0.

Dijeljenjem s cosx dobijemo:

jednadzbe
koje se
svode na
algebarske

homogena
trigonome-
trijska

jednadzba

24




sinXx COSX
+ =

3 0
COS X COS X
iz Cega je:
tgx + J3=0,
odnosno
tgx = —/3

Cija su rjeSenja x = —% +krmr, KOZ.

Kvadratna trigonometrijska jednadzba homogena s obzirom na sinx i cosx ima
oblik:

asin® x+bsinxcosx+ccos x=0, az0icz0.
RjeSava se dijelienjem s cos x # 0. Tako dobijemo jednadzbu:
atg’x+btgx+c=0,
koja se rjeSava uvodenjem nove nepoznanice.

Primjer 3. Rijesimo jednadzbu: sin® x + 3sinxcosx+ 2cos” x = 0.

JednadZzbu smijemo podijeliti s cos’ x jer brojevi x za koje je cos x =0 nisu
rieSenja jednadzbe. Dijeljenjem dobivamo:
sin®x  _sinxcosx . cos X
+3 +2 =
cos” X cos” X cos” X
odnosno kvadratnu jednadzbu po tgx:
tg°x+3tgx+2=0,
koju rjeSavamo uvodenjem nove nepoznanice (kao Primjer 1.)t =tgx.
Dobivamo:

0,

t>+3t+2=0,
CijasurjeSenjat, =-2 i t, =-1. Vratimo se u supstituciju i rijeSimo jednadzbe:
tgx = -2 i tgx = -1. RjeSenja prve jednadzbe su x =-1.10714+kn, kOZ, a

druge x = —% +krmr, KOZ.

Trigonometrijska jednadzba oblika

asin® x +bsinxcosx+ccos’x=d, az0ilicz0,d#0
zamjenom d =d [Qsin2 X +C0oS x) nakon sredivanja prelazi u homogenu
kvadratnu jednadzbu.

Primjer 4. Rijesimo jednadzbu: 6sin’ x +sinxcosx - cos X = 2.

Zamjenom 2=2 [ﬁsin2 X+ cos x) na desnoj strani jednadzbe dobijemo:
Bsin? X +sinxcosx - cos’ x = 2[{sin’ x + cos’ X).
Sredivanjem dobijemo homogenu kvadratnu jednadzbu:
4sin® x +sinxcosx—3cos x = 0.
JednadZzbu smijemo podijeliti s cos’ x jer brojevi x za koje je cos x =0 nisu
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rieSenja jednadzbe. Dijeljenjem dobivamo kvadratnu jednadZbu po tgx:
4tg°x+tgx—3=0.
Uvodenjem nove nepoznanice t =tgx imamo:
4% +t-3=0,

CijasurjeSenjat, =-1it, =§. Vratimo se u supstituciju i rijeSimo jednadzbe:

tgx=-11itgx= g RjeSenja prve jednadZzbe su x = —% +krmr, kOZ, a druge

x=0.6435+kn, kOZ.

2.3. TRIGONOMETRIJSKE NEJEDNADZBE
Realni intervali na brojevnoj kruznici

Realni intervali prikazani na brojevnoj kruznici su lukovi kruznice. Kako pocetna
granica intervala mora biti manja od zavrSne, intervali su orijentirani suprotno od
smjera kazaljke na satu.

() N . . .
Dvije togke E(t,) i E(t,) ne odreduju samo jedan

interval realnih brojeva ve¢ dva osnovna [tl,tz] ili
<t2,t1> I joS beskonacno mnogo Cije se granice
0 razlikuju od t, i t, za k[2n, kOZ, tako da se
osnovni interval [tl,tz] podudara s intervalom
[t, + k27,t, + k 27], dakle todkama E(t,) i Eft,)
odredena je unija intervala:

Ul +k2mt, + k27,

kOz
pri ¢emu je t, <t,. Uvjet t, <t, postizemo dodavanjem ili oduzimanjem broja
2n.

Ett,)

RjeSavanje osnovnih trigonometrijskih nejednadzbi

Osnovne trigonometrijske jednadzbe imaju istu strukturu kao i osnovne
trigonometrijske jednadZbe, samo umjesto znaka = piSemo znak >, <, > ili <.
RjeSavamo ih sli¢no kao i osnovne jednadzbe uz obavezno predocCenje na
brojevnoj kruznici. Kako dvije to¢ke E(t,) i E(t,) odreduju dva orijentirana luka,

odnosno dva intervala potrebno je odrediti kojem od njih pripadaju rjeSenja
nejednadzbe. Pogledajmo kako to radimo u primjerima.

Primjer 1. RijeSimo trigonometrijske nejednadzbe:

. 1
a) sinx==
2

Nacrtajmo brojevnu kruznicu i nazna¢imo na njoj one kutove za koje je

intervali na
brojevnoj
kruznici

rieSavanje
osnovnih
trigonome-
trijskih
nejednadzbi
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sinx:%. Unutar intervala [0,27ﬂ to su kutovi % i %

Istaknimo (obojimo crveno) onaj luk brojevne
5n//1\\n kruZnice kojemu pripadaju tocke kojima je
5 2 5 1

vrijednost sinusa veca od > RjeSenje

nejednadZbe unutar intervala [0,27] je interval

{%%ﬂ pa je konacno rjeSenje nejednadzbe unija
intervala: U[’—T+ k E271,5—ﬂ+ k E?_n} , odnosno:
kOz 6
XDU[I—T+k[QlT,5—]T+k[27T]
kOz 6
b) cosx= —g
Nacrtajmo brojevnu kruznicu i nazna¢imo na njoj one kutove za koje je
COSX = —ﬁ. To su kutovi on [ E.
2 6 6

Istaknimo (obojimo crveno) onaj luk brojevne kruznice
kojemu pripadaju toCke kojima je vrijednost kosinusa

veca od —?. Kod zapisivanja skupa rjeSenja

pripazimo da je lijeva rubna tocka intervala manja od
desne. Znamo da je E(%Tj = E(%T— 271) = E(—%Tj

m|§'/—\':|g
NB)

pa je rjeSenje nejednadzbe interval {—%%ﬂ
Y . . i Y4 51
odnosno konacno rjeSenje nejednadzbe je: x[ U -—+Kk Ezn,? +k 2.
kOz

C) tgx>\/§

Nacrtajmo brojevnu kruznicu i nazna¢imo na njoj one kutove za koje je

tgx =+/3. Unutar intervala [0,2771 to su kutovi g [ 4?72
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Istaknimo (obojimo crveno) onaj luk brojevne
kruznice kojemu pripadaju to¢ke kojima je
vrijednost tangensa vecéa od /3. Dobivamo

dva intervala: E,I—T i 4—ﬂ3—ﬂ . Sjetimo se:
3 2 3 2

funkcija tangens nije definirana za realne

N3

@l

brojeve x =§+ krr, kOZ. Buduéi da je

funkcija tangens periodi¢na s temeljnim
periodom 72, dovoljno je za rjeSenje

— kOz

2.4. GRAFICKI PRIKAZ TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA
2.4.1. GRAFOVI FUNKCIJA SINUS | KOSINUS
Graf funkcije sinus

Graf funkcije sinus naziva se sinusoida . Nacrtajmo graf funkcije sinus tako da
iskoristimo tablicu vrijednosti trigonometrijskih funkcija iz Dodatka i u

koordinatnom sustavu nacrtamo tocke pridruzene uredenim parovima (x,sinx).

GLAVNA GRANA SINUSOIDE

y = sin(x)

5 nejednadzbe zapisati: x 0| J T ovnZvwr).
3 2

12 0 w2

Iz svojstava funkcije proizlaze svojstva grafa i obrnuto:

Svojstva funkcije
« funkcija je definirana za svaki x[IR

Svojstva grafa
 graf je neprekinuta glatka crta

« graf funkcije se nalazi izmedu

» podrugje vrijednosti funkcije je [ 11] oravaca y=1i y=-1

+ graf crtamo u intervalu [0,2771, a
ostatak grafa nastaje translacijom
nacrtanog za 2kn, kOZ u smjeru x
osi

 funkcija je periodi¢na s temeljnim
periodom 27, tj. sin(x + 277) = sinx

sinusoida

svojstva
funkcije

sinus i
svojstva
grafa funkcije
sinus
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e za x="+ 2k7r, kOZ funkcija
. 2 . .. m . 3T
poprima maksimalnu vrijednost 1, a * Tyax E+2kn,1 I Ty 7+2kn,—1
za X = 3772 + 2k, kOZ funkcija

poprima minimalnu vrijednost -1

* rjeSenja jednadzbe sinx=0, x=kn, | * graf sijeCe x os u toCkama (kn,O),
k OZ su nultocke funkcije kOZ

Graf funkcije  f(x) = asin(bx +c)

U primjenama trigonometrijskih funkcija najvazniju ulogu ima harmonijska
funkcija  f(x) = asin(bx + c). Koeficijent a nazivamo amplituda , b kruzna
frekvencija , c fazni pomak .

a) f(x)=asinx
Graf funkcije f(x)=asinx nastaje iz grafa funkcije f(x)=sinx tako da se
ordinate grafa pomnoze s a.

Primjer 1. Nacrtajmo graf funkcije f(x)=—%sinx.

Najprije nacrtamo graf funkcije f(x) =sinx, a zatim ordinate grafa pomnozimo s

Yy =sin(x)
'rr /2 2 m ami2 m 5m2
___________________________________________________ — -
I ] S N yZogsintx)

b) f(x)=sinbx

Graf funkcije je sinusoida s temeljnim periodom P = 2—;

Primjer 2. Nacrtajmo graf funkcije f(x):sin2x.

Nacrtajmo je na temeljnom periodu [On] Odredimo nulto¢ke funkcije i toCke
minimuma i maksimuma:

sinx 0

[ N
olN
N

amplituda

kruzna
frekvencija




y = sin(2x)

N NN /AN

c) f(x)=sin(bx+c)
Graf funkcije f(x)=sin(bx+c) nastaje translacijom grafa funkcije f(x)=sinbx

C , .
za pomak 5 duZz x osi.

Primjer 3. Nacrtajmo graf funkcije f(x):sin(x+%rj.

Graf zadane funkcije nastaje translacijom grafa funkcije f(x) =sinx za pomak:
n
4
1

C T, . .
-——=- —— duz x osi:
b 4

= sinl x4
y—sm(x+4)

- 2 0 T2

Zaklju ¢ak:
Graf funkcije f(x)=asin(bx +c) nastaje iz grafa funkcije f(x)=sinx tako da:

1. temeljni period od 27 promijenimo u period P :2?”,

2. graf pomaknemo za —% duz osi x,

3. ordinate grafa pomnozimo brojem a.

Graf funkcije kosinus

Graf funkcije kosinus naziva se kosinusoida . Nacrtajmo graf funkcije kosinus
tako da iskoristimo tablicu vrijednosti trigonometrijskih funkcija iz Dodatka i u
koordinatnom sustavu nacrtamo tocke pridruzene uredenim parovima (x cosx).

crtanje grafa
harmonijske
funkcije

kosinusoida
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21 GLAVNA GRANA KOSINUSOIDE

y =cos(x)

Iz svojstava funkcije proizlaze svojstva grafa i obrnuto:

Svojstva funkcije Svojstva grafa
funkcija je definirana za svaki x[JR  graf je neprekinuta glatka crta

« graf funkcije se nalazi izmedu
pravaca y=1i y=-1

* podrucje vrijednosti funkcije je [— 11]

+ graf crtamo u intervalu [0,2771, a

* funkcija je periodicna s temeljnim ostatak grafa nastaje translacijom
periodom 27, t. C05(X+ 277) = COSX nacrtanog za 2kn, kOZ u smjeru x
osi

e za x=2kn, kOZ funkcija
poprima maksimalnu vrijednost 1, a | * Ty (2k77,1) I Ty (kn,—l)
za x=kn, kOZ funkcija
poprima minimalnu vrijednost -1

« rjeSenja jednadzbe cosx=0, * graf sijeCe x 0s u toCkama

= g +kr7r, kOZ su nultocke funkcije (%T+ le,Oj , kOZ

Graf funkcije  f(x) = acodbx +c)

Graf funkcije f(x)=acodbx+c) nastaje iz grafa funkcije f(x)=cosx tako da:

1. temeljni period od 27 promijenimo u period P :2?72’

2. graf pomaknemo za —% duz osi X,

3. ordinate grafa pomnozimo brojem a.

2.4.2. GRAFOVI FUNKCIJA TANGENS | KOTANGENS

Na isti nacin na koji smo crtali grafove funkcija sinus i kosinus, crtat cemo
grafove ostalih dviju trigonometrijskih funkcija, tangensa i kotangensa.

svojstva
funkcije
kosinus i graf
funkcije
kosinus
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Graf funkcije tangens

Graf funkcije tangens naziva se tangensoida .

Dakle, iskoristimo i ovdje tablicu vrijednosti trigopnometrijskih funkcija iz Dodatka
i u koordinatnom sustavu nacrtamo to¢ke pridruzene uredenim parovima
(x,tgx). Sjetimo se da funkcija tangens nije definirana za realne brojeve

X = g +krr, kJZ i da je njezin temeljni period 72. Zato je graf funkcije tangens

. o T , N
dovoljno nacrtati na intervalu [_E’E] a ostatak grafa nastaje translacijom

nacrtanog za k7, k[0Z duz x osi.

1
1
o . . s
X3 2 2 X272
1 1
| 4 i
1 1
1 1
1 )
| Y Etg(x)
|
1
GLA Nﬁ GRANA TANGENSIOD
2.
0 ///

\
5
&
A 3 e pepeptpepepeye
g
5
I I
3

o
- T

~N

E)

w
____-__-__-____-_____i_______________________-__-__-_

N

3

U to¢kama u kojima funkcija tangens nije definirana graf ima prekid. Pravcima

X =g+ krr, kOZ graf funkcije se priblizava, ali ih ne sijeCe. Nazivamo ih

(vertikalnim) asimptotama funkcije tangens.

Iz svojstava funkcije proizlaze svojstva grafa i obrnuto:

Svojstva funkcije
 funkcija je definirana za svaki

xDR\{’—ZT+kn,sz}

» podrucje vrijednosti funkcije je Citavi
skup R, funkcija tangens nema
ekstrema (minimalne i maksimalne
vrijednosti)

Svojstva grafa

e za X= g + ks, KOZ ne postoje
toCke grafa, tj. graf ima prekide

* utoCkama x:g+ kmr, kOZ
vrijednost funkcije je £ pa su
pravci X = g +krr, kOZ su

(vertikalne) asimptote grafa

tangensoida

svojstva
funkcije
tangens i
svojstva
grafa funkcije
tangens
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 funkcija je periodi¢na s temeljnim
periodom 7z, tj. tg(x+ 77) = tgx

* rjeSenja jednadzbe tgx =0, x =k,
k 0Z su nultocke funkcije

 graf crtamo u intervalu Sirine perioda
: T .
71, npr. u intervalu <_EE> izmedu

dvije asimptote, a ostatak grafa
nastaje translacijom nacrtanog za
kn, kOZ u smjeru x osi

« graf sijeée x os u tockama (k77,0),
kOZ

Analogno crtamo graf funkcije kotangens i analiziramo svojstva.

ZADACI ZA VJEZBU:

1. Rijesite osnovne trigonometrijske jednadzbe:

a) sin(Zx—Ej = —Q :
12 2

b) 2CO{1X—2—”)—1= 0,
2 3

c) 3+\/§tg(3x—7—Tj:O,
6

. 9)

d) ctg[4x—zj -1=0

T
1-tgx g —
g 912

e) sin2xcosx +cos2xsinx =0,

f) cos3xcosx =sin4xsinx,

tgx+tg -
12 -1,

2. Rijesite trigonometrijske jednadZbe koje se svode na algebarske:

2c08 Xx—-7cosx+3=0,
2cos X - 5sinx-4=0,
8sin’* x+6cosx-3=0,
sin® X — cos” X = COSX,
5ctg®x —8ctgx +3=0,
2tg®x-16igx+3=0,
J3tg?x - 4tgx ++/3 =0,
2ctg3x+tg3x+3=0.

a)
b)
c)
d)
€)

f)

g)
h)

3. RijeSite homogene trigonometrijske jednadzbe:

38inx—\/§cosx =0,
2cosx—+/2sinx =0,
sin® x— 4sinxcosx +3cos x =0,

a)
b)
c)

d) 4cos 2x— 7sin2xcos2x + 3sin® 2x =0,
e) 2sin’® x+ 5sinxcosx +cos x =4,

f)  2sin® 4x + 4sin4xcos4x —4cos 4x =1,
g) 3sin®x-10sinxcosx+23cos’ x—2=0.
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4. RijeSite linearne jednadzbe:
a) 3sinx+4cosx=5,

b) J3sinx+cosx =1,
C) sin2x+4cos2x = 3.

5. Rijesite trigonometrijske nejednadzbe:

(1 Vi 1 Vi
a) sin = x—-— | <——, C) V3 +t -—1>0,
) |(4x 6) . ) 3 g(x 4j
b) 2@co{3x—%”j—32 0, d) \/§ctg[4x—lzrj—150,

6. Nacrtajte graf funkcije:

_1. T
a) f(x)—zsm(Zx 2),
s a1 T
by f(x)= 300{4X+16j'

7. Koliki je zbroj rjeSenja jednadzbe colexzé u intervalu <O,7—2T>’?

8. Koliki je zbroj rje3enja jednadzbe cos’ x—sin? x+sinx =0 u intervalu [0277]?
9. Koliki je zbroj rjeSenja jednadzbe \/§tgzx—4tgzx+ 3=0u intervalu{— 7T,7T> ?

10. Koliko rjeSenja u intervalu <—3?7757ﬂ> ima jednadzba

cosg COS2X — singsinZX =-1?

3. PRIMJENA TRIGONOMETRIJE U PLANIMETRIJI

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:
1. Kako glasi pou¢ak o sinusima i poucak o kosinusu?

2. Kako primijeniti trigonometriju na rjieSavanje kosokutnog trokuta?
3. Kako primijeniti trigonometriju na rjeSavanje c¢etverokuta?

3.1. TRIGONOMETRIJA KOSOKUTNOG TROKUTA

kosokutan

Trokut koji nije pravokutan naziva se kosokutan trokut . Kosokutan trokut frokut

odreden je sa svoja tri elementa (najviSe dva kuta).
~Rijesiti trokut” znaci iz zadanih podataka odrediti njegove nepoznate elemente.
Osnovni elementi trokuta su duljine stranica a, bi ci mjere kutova a, i y. Da

bismo mogli odrediti nepoznate elemente, najprije moramo ustanoviti kakve
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veze postoje izmedu tih elemenata. Temeljne veze izmedu duljina stranica i
mjera kutova iskazane su dvama pouccima: pou ¢kom o sinusima i pou €kom
o kosinusu , koje ¢éemo ovdje navesti bez dokaza (dokaz pogledati u navedenoj
literaturi).
Navest ¢emo i u kojim situacijama koristimo koji pou¢ak. Prema pouccima o
sukladnosti trokuta znamo da trokut moze biti zada osnovnim elementima na
jedan od sljedecih nacina:

a) zadana je stranica i dva kuta,

b) zadane su dvije stranice i kut nasuprot vece od njih,

c) zadane su dvije stranice i kut izmedu njih,

d) zadane su sve tri stranice.

3.1.1. POUCAK O SINUSIMA

Neka su a, b i c duljine stranica trokuta, a a, £ i y mjere kutova tog trokuta.

Pouéak o sinusima :
U svakom su trokutu omijeri duljina stranica i sinusa tim stranicama nasuprotnih
kutova jednaki:
a b _c
sing sing siny’

Kako bi odredili nepoznate elemente trokuta, poucak o sinusima koristimo kada
je u trokutu poznata jedna stranica i dva kuta ili dvije stranice i kut nasuprot
vece stranice.

Primjer 1. U trokutu je zadano a =50°, f=72° i a= 46cm. Odredimo duljine
preostalih dviju stranica.

Odredimo najprije mjeru trec¢eg kuta trokuta:
y=180 - (a + B)=58".

Preostale dvije stranice raCunamo iz poucka
0 sinusima:

z -2 =P gliedi p=2ISINB _ 46ISINTZ _ oo
sinag sing sina sin50°
Analogno, iz 2 - ° dobivamo c = alsiny _ 461sin58" _ 51cm.

sing siny sina sin5C°

Primjer 2. Odredimo nepoznate elemente u trokutu ako je poznato a=3cm,
b=5cmi =50.

pou ¢ak o
sinusima
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Zadane su dvije stranice i kut nasuprot vece stranice. U tom je slucaju trokut
jednoznacno odreden. Primjenom poucka o sinusima dobivamo:

alsing _ 3[sin30°
b 5

sing =

=03 paje a=1728.

Sada je:
y =180 - (a + 8) =132°32

i konaéno:

blsiny 5I[sin13232

sing sin30°

= 737cm.

Ako je zadan kut nasuprot manje stranice, trokut nije jednozna¢no odreden.
Tada zadatak moze imati dva, jedno ili nijedno rjeSenje.

Zato kada su poznati kutovi trokuta, najprije racunamo duljinu stranice nasuprot
najvecem kutu.

3.1.2. POUCAK O KOSINUSU

Vec¢ smo spomenuli da duljine stranica trokuta i mjere njegovih kutova povezuje
jo$ jedan temeljni poucak.

Neka su a, b i c duljine stranica trokuta, a a, £ i y mjere kutova tog trokuta.

Pouéak o kosinusu :
Kvadrat duljine stranice u trokutu jednak je zbroju kvadrata duljina drugih dviju
stranca, umanjen za dvostruki umnozak duljina tih stranica i kosinusa kuta
izmedu njih:

a® =b” +¢® - 2bccosa,

b? =a’® +c¢? - 2accoss,

c® =a® +b? - 2abcosy .

Kako bi odredili nepoznate elemente trokuta, poucak o kosinusu koristimo kada
su u trokutu zadane dvije stranice i kut izmedu njih ili sve tri stranice.

Primjer 1. Odredimo nepoznate elemente u trokutu ako je zadano a = 4.3cm,
b=56cmi y=52.

Zadanim podacima trokut je jednoznac¢no
odreden. Duljinu treCe stranice odredimo
pomocu poucka o kosinusu:

c® =a’ +b”* - 2abcosy =
= 43° + 56° - 2[A.3[5.6[€0s52° = 20,1997

paje c= 449cm.

pou ¢ak o
kosinusu
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Sada su nam poznate duljine svih triju stranica trokuta i mjere jednog kuta. Da
bismo odredili mjere preostalih kutova mozemo uporabiti bilo poucak o
sinusima, bilo pou¢ak o kosinusu. Odredimo mjere kutova koristeci poucak o
kosinusu. Smijemo potraziti mjeru bilo kojeg od preostala dva kuta bez straha
da ¢e doci do pogreSnog odabira. Npr. vrijedi:

a’+c®—b* _ 43+ 449" -56°
2ac 2[4.304.49

=0.18879

cospf =

paje B =79°07. Slijedi da je a =48°53.

Racunamo li kutove primjenom poucka o sinusima, najprije moramo odrediti kut
a jer cemo tada biti u situaciji kada su zadane dvije stranice i kut nasuprot vece
¢ime je trokut jednoznaéno odreden.

Primjer 2. Odredimo mjere kutova trokuta ako su zadane duljine njegovih
stranica a=5cm, b=6cmi c=8cm.

Odredimo najprije kut y (najveci kut u trokutu):

a’+b*-c¢® _5°+6°-8°
2ab 2056

Kako je kosinus negativan, kut y je tupi kut: y =92°52 .
Drugi kut, npr. kut £ ra¢unamo pouc¢kom o sinusima:

sinf3 = blsiny _ 6[sin92°52

o

paje B =4831. Sliedidaje o =180- (8 +y)=3837.

cosy = =-005.

=0.74906

3.1.3. PRIMJENA TRIGONOMETRIJ NA RJESAVANJE KOSOKU TNOG
TROKUTA

Pogledajmo sada kako se navedeni poucci mogu primijeniti u rjeSavanju
planimetrijskih zadataka, najprije u raCunanju razli€itih elemenata trokuta. Uz
osnovne elemente trokuta €esto se susrecemo s pomoénim elementima:
visinama trokuta, teziSnicama, polumjerom trokutu opisane i upisane kruznice,
opsegom, poluopsegom, povrsSinom itd.

U trokutu ABC rabit ¢emo sljedece standardne oznake:

a, b c ... duljine stranica trokuta
a, B,y .. mjere kutova trokuta
Vs Vp, Vg .. duljine visina trokuta
t., t,, t. .. duljine teziSnica trokuta

... duljina polumjera trokutu opisane kruznice
... duljina polumjera trokutu upisane kruznice
... poluopseg

.. povrsSina trokuta

TY -1
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Bez dokaza (dokaz pogledati u navedenoj literaturi) navodimo sljedeée formule:

PovrSina trokuta jednaka je polovici umnoska duljina dviju stranica i sinusa kuta
izmedu njih:

1., . 1, . 1 .
P ==absiny ==bcsinag ==acsinf.
2 / 2 2 o

PovrSina trokuta kojemu su poznate mjere kutova i duljina jedne stranice
jednaka je:

_a’sinfsiny _b’sinasiny _ c’sinasinf
2sing 2sin 8 2siny

P

Ako su poznate duljine stranica trokuta, njegovu povrSinu raunamo po

Heronovoj formuli:
P=.s(s-a)(s-b)s-c),

gdje je s=%(a+b+c) poluopseg trokuta.

U svakom su trokutu omijeri duljina stranica i sinusa tim stranicama nasuprotnih
kutova jednaki duljini promjera trokutu opisane kruznice:
a b c _ oR

sinad sing siny

PovrSinu trokuta mozemo racunati i ako su poznate duljina polumjera trokutu
opisane ili upisane kruznice:

P=rsi P:a_bc'
4R

Primjer 1. Ako je u trokutu ABC zadano ¢=10cm, R=13cmi a =6122'33",
odredi duljine ostalih stranica i mjere ostalih kutova trokuta. Kolika je povrSina
tog trokuta?

Najprije nalazimo mjeru kuta y. Iz L = 2R slijedi:

siny

siny=-S =19 _ (38462

2R 203
paje y =22°3711". Slijedi 8 =180 —(a + y) = 96°0QL6"
Sada je:
_ c[sma _ 10[.sm61 2233 — 2298cm i
siny sin22°3711"

b= clsing _ 10(sin96° 001L6 — 2613cm.

siny sin22° 3711"
PovrSina trokuta je:

P= %bcsina = % [(2613[1003in61°2233'=11468cm?2.

formule za
povrsinu
trokuta
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Primjer 2. Odredi duljinu teziSnice t, trokuta ABC ako je b=9 cm, a =10326'
i £=41°16".

Odredimo najprije mjeru treceg kuta
trokuta:

y =180 - (a + B) = 35°18.
Primjenom poucka o sinusima dobivamo:

a= blsinag _ 9[sinl03°26
sing sin41°16
F . o Sad_a primjenom poucka o kosinusu
dobivamo:

2 2
t? =b? +(gj ~2b Bgcosy: 92 +(13227j ~9[1327[¢0s35°18 = 2755

paje t, = 525cm.

=1327cm.

3.2. PRIMJENA TRIGONOMETRIJE NA RJIESAVANJE CETVEROKUTA

Paralelogram

RjeSavanje paralelograma naj¢eSce se svodi na rjeSavanje trokuta na koji taj
paralelogram dijeli jedna ili obje
njegove dijagonale.

Oznacimo s ai b duljine stranica
paralelograma, ei f duljine dijagonala,
a i [ mjere kutova paralelograma, a
@ i ¢' mjere kutova izmedu dijagonala
paralelograma.

Vrijedi:
a+[=18C i ¢ +¢'=180C.
PovrSinu paralelograma racunamo preko duljina njegovih stranica i kuta izmedu
njih:
P =absina,
ili preko duljina dijagonala i kuta medu njima:

1 .
P="¢ef sing.
> ¢

Primjer 1. PovrSina paralelograma jednaka je 62.6cm?2, a duljine stranica
jednake su 14.2cm i 7 cm. Kolike su duljine dijagonala paralelograma?

rieSavanje
paralelogra-
ma

povrSina
paralelogra-
ma
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Zadano je a=142cm, b=7cmi P =626cm?2. Iz formule za povrSinu
paralelograma P =absina dobivamo:

paje a =39°0201'. Sada je =180 —-a =140°5759".

D a ¢ Primjenom poucka o kosinusu na
trokut ABD dobivamo:

f? =a® +b® - 2abcosa =1734284
paje f =1317cm.
Iz trokuta ABC slijedi:
e’ =a® +b® —2abcosf =

=a’+b® +2abcosa = 327.8516
paje e=1811cm.

Primjer 2. PovrSina paralelograma jednaka je 22.3cm?, a duljine dijagonala
jednake su 7.8cm i 12 cm. Kolike su duljine stranica paralelograma?

Zadano je e=12cm, f =78cmi P = 223cm?. Iz formule za povrSinu
paralelograma P = %ef sing dobivamo:

sing = 2- = 21223 _y 17649

paje ¢ =282724". Sada je ¢'=180° - ¢ =151°3235".

c Primjenom poucka o kosinusu na

trokut ABS dobivamo:
2 2
a2=[8] +[ L) _2fr mosp=
2 2 2 2
=923554

paje a=961lcm.

2 2
b? = (EJ + (iJ —2 B;— E—I;— [Eosg = 10.0645

paje b=317cm.
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Raznostrani €an trapez

Oznacgimo s a, b, ¢ i d duljine stranica
trapeza, ei f duljine dijagonala, a i
£, y, 0 mjere kutova trapeza.

a+p+y+0=360, a+o=180C 1 f+y=18C.

Primjer 1. Odredi duljine krakova b i d trapeza i duljinu dijagonale e:|BD| ako
je a=30cm, c=12 cm, a =42°42 i [=5335.

U trokutu AED je:
¢ =180 — (o + B)=8343 i
a-c=18cm.

Primjenom poucka o sinusima na isti

A B trokut dobivamo:
—_b :_a.—c pa je b:—(a—c.)[sma =1228cm.
sing sing sing
Stigno, iz 9 = 27C gliedidaje d = B=SNB _ 1 4s7em.
sing sing sing

Primjenom poucka o kosinusu iz trokuta ABD dobivamo:
e’ =a’ +d” - 2ad cosa = 4698226
paje e= 2168cm.

Primjer 2. Odredi mjere kutova trapeza kojemu su osnovice duljine 6 cm i 4
cm, a krakovi duljine 3cm i 4 cm.
Zadano je a=6cm, c=4cm, b=3cmi d=4cm.

Iz trokuta AED primjenom poucka o
kosinusu raéunamo:

(a_c)2+d2_b2 :22 +42_32 _

cosa =
2d(a-c) 20402
=0.6875
paje a =46°34.

rieSavanje
raznostrani-
¢énog trapeza
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Analogno,

—)? 2 _ Q2 2 2 _ 2
2 cosp= BN #D7 oAt 244 o didae B=10429.
2b(a-c) 232

Iz a+0=18C i S+ y =180 dobivamo 6 =13326 i y =75°31.

ZADACI ZA VJEZBU:

1. Ako je u trokutu ABC zadano b=10cm, R=155cmi a =41°11'11", odredite
duljine ostalih stranica i mjere ostalih kutova trokuta. Kolika je povrSina tog
trokuta?

2. Ako je u trokutu ABC zadano a=5cm, R=82cmi y =3031'32", odredite
duljine ostalih stranica i mjere ostalih kutova trokuta. Kolika je povrSina tog
trokuta?

3. Odredite duljinu teziSnice t, trokuta ABC ako je c=53 cm, a =8123'i

X =22733.

4. Odredite duljinu teziSnice t, trokuta ABC ako je b= 4.6 cm, [ =5225'"i

X =3914".

5. Povrsina paralelograma jednaka je 22.2 cm?, a duljine dijagonala jednake
su 4.7 cm i 6 cm. Kolike su duljine stranica paralelograma?

6. Povrsina paralelograma jednaka je 66.5 cm?, a duljine stranica jednake su
10.8 cmi 4.1 cm. Kolike su duljine dijagonala paralelograma?

7. Odredite mjere kutova i duljine dijagonala trapeza kojemu su osnovice
duljine 12 cm i 8 cm, a krakovi duljine 6 cm i 8 cm.

8. Odredite duljine krakova bi d trapeza, te duljinu dijagonale e = |BD| ako je
a=204 cm, c=12 cm, g =3153'01"i [ =3754".
9. Duljina je krace stranice deltoida 8 cm, a duljina njegove dulje dijagonale 20

cm. Kolika je duljina dulje stranice deltoida ako dvije stranice razli€itih duljina
Cine kut a =98°12'?

4. VEKTORI U RAVNINI

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Sto je vektor i koje pojmove veZzemo uz vektore?

2. Kako operiramo s vektorima (definirat cemo zbrajanje i oduzimanje vektora, mnozenje
vektora skalarom, skalarni umnozak vektora)?

3. Kako vektore smjestiti u koordinatnu ravninu?
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4.1. OSNOVNI POJMOVI O VEKTORIMA

Vektor je usmjerena duzina AB U kojoj razlikujemo pocetnu to€ku (hvatiste )
Aizavrsnu toc€ku (kraj) B. Vektor crtamo kao obi¢nu duzinu, ali tako da
zavrSnu to¢ku oznacimo strelicom.

C
. B
a Iy —_—
b Vektore oznacavamo s AB, CD, EF ili
samo malim slovom iznad kojeg je
A D postavljena strelica: a, b, c, itd.
- Cc
F E

Skup svih vektora u ravnini oznacavamo s V2,

Vektor je jednoznacno odreden ako mu znamo:
1. duljinu ,
2. smjer,
3. orijentaciju .

Duljina (modul, apsolutna vrijednost, norma) vektora a=AB je udaljenost
izmedu njegove pocetne i zavrSne tocke. Duljinu vektora ozna¢avamo s H

odnosno ‘Né‘ pa vrijedi:
4 =d(AB)=|Ag|.
Vektor kojemu je duljina H =1 nazivamo jedini €ni vektor ili ort.
Vektor kojemu se podudaraju pocCetna i zavrSna toCka nazivamo nulvektor i

oznagavamo O. Njegova je duljina 0 i to je jedini vektor duljine 0. Tako je
0= AA za bilo koju tocku A.

Pravac odreden tockama A i B nazivamo pravac nositelj vektora AB.

ol

Ako dva vektora leze na paralelnim
pravcima, za njih kazemo da imaju isti

- smjer ili da su kolinerani . U suprotnom,
govorimo o nekolinearnim vektorima.

(S
ol

vektor

po éetna
tocka

zavrsna
to cka

duljina
smjer
orijentacija

duljina
vektora

jedini éni
vektor

nulvektor

kolinearni
vektori
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Primjer 1.

D C
Vektori AB i CD imaju isti smjer, ali
razli¢itu duljinu.
Vektori AD i BC nisu istog smjera, ali
imaju jednaku duljinu.
A B

Vektor kojemu poznajemo duljinu i pravac nositelj joS nije potpuno odreden —
moramo mu poznavati jos i orijentaciju .

O jednakoj ili suprotnoj orijentaciji vektorima govorimo samo kada imamo
kolinearne vektore.

Kazemo da kolinearni vektori AB i AC imaju suprotnu orijentaciju ako se
tocka A nalazi izmedu toCaka B i C, inaCe kazemo da imaju istu orijentaciju .

B

suprotna orijentacija ista orijentacija

Ako kolinearni vektori nemaju isti pravac nositelj, nego paralelne pravce, onda
ih paralelnim pomakom mozemo dovesti do polozaja u kojem imaju zajednicki
poCetak pa se orijentacija prenosi na prirodan nacin.

Na ranijoj slici uz objasnjenje smjera vektora, vektori aictebid imaju istu
orijentaciju, a npr. vektori aibili cid imaju suprotnu orijentaciju.

Jednakost vektora :
Dva su vektora jednaka ako se podudaraju u duljini, smjeru i orijentaciji.

Primjer 2.  Odredimo koji su od navedenih vektora jednaki:

E R a) AC i ED: Imaju isti smjer i
\ orijentaciju, ali razli€itu duljinu pa nisu

jednaki.
b) AE i CD: imaju istu duljinu, ali razliciti
s smjer pa nisu jednaki.
\ c) CB i ED: imaju istu duljinu i smjer, ali

5 c razliitu orijentaciju pa nisu jednaki.

d) AE i BD: imaju istu duljinu, smjer i
orijentaciju pa su jednaki.

orijentacija
suprotna
orijentacija

ista
orijentacija

jednakost
vektora

44




Za dva vektora kazemo da su suprotnl ako imaju istu duljlnu I smjer, a suprotnu
orijentaciju. Suprotan vektor vektora a oznadavamo's -a.

Vektor suprotan vektoru -a je a pa vrijedi —(— 5):5.

Vektor suprotan vektoru AB je BA jer imaju istu duljinu i smjer, a suprotnu
orijentaciju. Zato je AB = -BA.

Primjer 3. Nacrtajmo pravilni Sesterokut ABCDEF. Neka je SsjeciSte njegovih
dijagonala.

a) IspiSimo sve vektore koji su jednaki

E o vektoru AS: ?C FE i SD.
b) IspiSimo sve vektore koji imaju isti
smjer kao vektor BE: 0_5 ﬁ B—S
- c SE, EB, DC, FA, SB i ES.
c) IspiSimo sve vektore k01| |maju jednaku
orljentacuu kao i vektor SC: AB ED
FSi FC.
i 4 d) IspiSimo sve vektore koji su suprotni

vektoru SC: CS, BA, SF i DE.

Temeljni stavak o vektorima
Neka je O bilo koja to¢ka ravnine (ili prostora) i AB zadani vektor. Tada postoji

jedinstvena to€ka T u ravnini (ili prostoru) za koju je OT = AB.
Drugim rijeCima, za svaki vektor mozemo odrediti njemu jednak, a koji ima
pocetak u unaprijed zadanoj tocki O.

Vektor OT nazivamo radijvektor tocke T.

4.2. ZBRAJANJE VEKTORA
Vektore zbrajamo pomocu pravila trokuta ili pravila paralelograma.

Zbroj dvaju vektora — pravilo paralelograma
c

B Zbroj dvaju vektora OA i OB s istim pocetkom O je

vektor OC takav da je ocC dijagonala paralelograma
A OACB. Pisemo:

ol

OC = OA+OB.

o |

suprotni
vektori

temeljni
stavak o
vektorima

radijvektor
tocke

zbrajanje
vektora po
pravilu
paralelogra-
ma
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Vektori a i b su ulan &ani ako se zavrietak vektora podudara s pocetkom
drugog.

Zbroj dvaju vektora — pravilo trokuta

C
2.3 Zbroj dvaju ulancanih vektora AB i BC je vektor
a —
b AC koji spaja pocetnu to¢ku prvog vektora sa
zavrsnom tockom drugog vektora. PiSemo:
o - AB+BC=AC.
A a B

Svojstva operacije zbrajanja vektora:
1. zbrajanje vektora je komutativno , tj. za bilo koja dva vektora aib
vrijedi: a+b=b+a,
2. zbrajanje vektora je asocijativno , tj. za bilo koja tri vektora 5, bic
vrijedi: (5+5)+E:5+(5+E).

Iz definicije zbrajanja slijedi da je zbroj suprotnih vektora jednak nulvektoru, tj:
AB+BA=AA=0,
odnosno
a+[-a)=(-a)+a=0.

Dalje, nulvektor ima sli¢na svojstva koje ima i broj nula za operaciju zbrajanja
brojeva. Ako je a = AB neki vektor, onda je:
0+a=AA+AB=AB=a.

Oduzimanje vektora

Razlika vektora definira se kao zbroj sa suprotnim vektorom:

a-b=a+ (— b).
C
I . Razlika dvaju vektora AB i AC s istom
a-b pocetnom to¢kom je vektor CB koji spaja
zavrsnu toCku drugog vektora sa zavrsSnom
A tockom prvog vektora. PiSemo:
a AB - AC =CB.

Primjer 1. TocCke A, B, C, D, Ei F vrhovi su pravilnog Sesterokuta, a tocka S
njegovo srediste. Odredimo naznacena zbrojeve i razlike vektora.

ulan éani
vektori

zbrajanje
vektora po
pravilu
trokuta

oduzimanje
vektora
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Iskoristimo definicije zbrajanja (pravilom trokuta) i
oduzimanja vektora te temeljni stavak o
vektorima koji nam omogucava da vektore
ulan¢amo ili ih smjestimo u istu pocetnu tocku:

F - c 10 1l in Smjestimo u Istu g
a) AF+ED=AF +FS=AS,
b) AB+CD+AF = AB+BS+SE = AE,
c) BC-DE=BC-BA=AC,
A B

d) CS-ES=< -SB=BF.

4.3. MNOZENJE VEKTORA SKALAROM

Umnozak vektora a skalarom A , AR, je vektor Ja sa svojstvima:
— duljina mu je jednaka umnosku apsolutne vrijednosti skalara i duljine

. iR mnozenje
vektora: ‘Aa‘ =1 E.h‘ vektora
N skalarom
— smjer mu je jednak smjeru vektora a,
— orijentacija mu je jednaka orijentaciji vektora a akoje 4 >0, a
suprotna orijentaciji vektora a ako je A <0.
a
Aa
(A<0)
Za navedene racunske operacije s vektorima, zbrajanje vektora i mnozenje
vektora skalarom, vrijede svojstva koje vrijede i za raCunske operacije s realnim
brojevima. Vrijedi npr:
5(a + 30) - d2a - 4b)= 5a+ 15— 6a+120 = —a+ 270.
Ranije smo definirali jedini¢ni vektor. Podijelimo li bilo koji vektor 5, razli¢it od
nulvektora, njegovom duljinom dobit ¢emo jedinicni vektor a, :
— a o
= jedini éni
% H ' vektor
Kriterij kolinearnosti
Vektori a i b (B % 6) su kolinearni ako i samo ako postoji skalar A takav da Kriterij .
kolinearnosti

vrijedi: a=Ab.
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4.4. LINEARNA NEZAVISNOST VEKTORA

Linearna kombinacija dvaju vektora aib je svaki izraz oblika:

aa+ ,6’5.
Skalare a i S nazivamo koeficijentima linearne kombinacije. Ako su oba
skalara, a i £ jednaka nuli, onda je linearna kombinacija jednaka nulvektoru.

Dva su vektora a i b linearno nezavisna ako iz jednakosti
aa+ b=
nuzno slijedidaje a =5 =0.
U suprotnom, vektori a i b sulinearno zavisni. Tada postoji linearna
kombinacija jednaka nulvektrou kojoj svi koeficijenti nisu jednaki nuli.

Za svaka dva linearno nezavisna vektora a i b kazemo da &ine bazu
vektorskog prostora V2

Dva su vektora kolinearna ako i samo ako su linearno zavisni, odnosno svaka
dva nekolinearna vektora su linearno nezavisna.

Neka su a i b linearno nezavisni vektori. Svaki se vektor ¢ moze prikazati kao
linearna kombinacija vektora aib:

c=aa+fb.
KaZzemo da smo vektor ¢ rastavili na komponente po vektorima aib.
Koeficijenti @ i £ linearne kombinacije nazivaju se koordinate vektora cu

prikazu pomocu vektora a i b.

Prikaz vektora ¢ pomocu vektora aib je jedinstven .

Primjer 1. Neka je pravilan Sesterokut ABCDEF i SsrediSte njemu opisane

kruznice. Ako je AB=a E:b |zraZ|mo vektore DA, CF, AF, BE, AC i AE
kao linearnu kombinaciju vektora aib.

Iz prethodnih izlaganja znamo da je AB=FS=SC=ED=a i
E D AS=SD =BC =FE =b.

Sada je:
=-2b,
F C CF = —2a,

AF = AS+SF =b-a,

BE = 28BS = 2(BA + AS)= —2a+ 2D,
AC=AB+BC=a+b,

a B AE=AD+DE=2b-a.

linearna
kombinacija
vektora

linearna
nezavisnost

linearna
zavisnost

rastavljanje
vektora na
komponente
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Kriterij jednakosti vektora

Dva su vektora a=a,m+ B ni b=a,m+ £,n, zapisana u paru baza (m, n),
jednaka ako i samo ako vrijedi a;, =a, i B = ;.

Primjer 2. Odredimo realne parametre a i £ da vektori a= (3a—1)ﬁ+ an |
b =2m-(28+3)n budu jednaki.

Iz kriterija jednakosti vektora slijedi:
3a-1=21i14=-2(3-3

pajea=1i ,[;’:—g.

Kriterij kolinearnosti vektora

Dva su vektora a=a,m+ G ni b=a,m+ £,n, zapisana u paru baza (m, n),
a_ B

2 2

kolinearna ako i samo ako vrijedi

Primjer 3. Odredi realni broj A tako da vektori p=(1+2)m+n i

q=5m+ (1 - 2)n budu kolinearni.

Iz kriterija kolinearnosti slijedi:

A+2 1
5  A1-2
Sada je
A -4=5,
odnosno
=9
paje A =+3.

4.5. VEKTORI U PRAVOKUTNOM KOORDINATNOM SUSTAVU

Dva su istaknuta vektora u pravokutnom koordinatnom sustavu:
i ... jediniéni vektor u smjeru x osi,
j ... jediniéni vektor u smjeru y osi.
=1,i0].

—

Vrijedi: le, j

kriterij
jednakosti
vektora

kriterij
kolinearnosti
vektora
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—

Par vektora (I j) ¢ini bazu pravokutnog koordinatnog sustava ili kanonsku
bazu.

AY) 472 Svaki se vektor u ravnini moze rastaviti na
! komponente u smjeru vektora kanonske baze.
vi
Neka je A(x, y) po volji dana tocka ravnine.
Neka je A ortogonalna projekcija tocke A na X

J os i A, ortogonalna projekcija toCke A na y os.

o= 0

: o -
A1 Xi j

Vektori OA i i ivektori OA, i | su kolinerani i vrijedi:
O_A; =Xi i @ = y].
Zbrajanjem vektora po pravilu paralelograma dobivamo:
OA=0A +0A, =xi +Vyj.

Radijvektor a=O0A tocke A(x, y) mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju
vektora i i ]

a=OA=xi+yj.
Realne brojeve x iy nazivamo koordinate vektora OA.

Sada se lako moze pokazati opcenitija formula:

Vektor AB s po&etkom u tocki A(x,,y,) i zavrsetkom u tocki B(x,,y,) ima
prikaz:

—_— > =>

AB = (%, =, )i +(y, = 1)].-

Pogledajmo jednostavni izvod formule:

B(xpyp) Vektor AB mozemo napisati kao razliku
A 12 radijvektora:
| AB = 0B - OA.
Prema prethodnom, mozZzemo pisati:
A(x1,y1);""""""""5"" -4, _ OA=xi+y, ] 1 OB=xi+Y,]
; ! paje
L é AB:(X2i+y2j)_(X1i+Y1j):
& CI = (% =% ) + (v, = wi)i-

Uobicajeno je koordinate vektora a oznacavati s a, i a,, avektorab s b, i b,

. a=ai+a,jib=bi+b,j.

kanonska
baza

koordinate
vektora

prikaz
vektora u
kanonskoj
bazi

50




Izrazimo kriterij jednakostl vektora u navedenlm oznakama:

Dva su vektora a = a, |+a j ib= b, |+b j zapisana u paru baza ( j) jednaka

ako i samo ako vrijedi a, =b, i a, =b, .

Prisjetimo se formule za udaljenost dviju todaka A(x,,y,) i B(x,,Y,):

[AB| = (=% ) +(y, = i) -
Ta je udaljenost jednaka duljini vektora AB
‘AB‘ = \/(Xz - )(1)2 + (yz - 3’1)2 .

Opcenitije, duljina vektora a= axi + ayf jednaka je:

2 2
a’+a,

Primjer 1. Neka su A(-31), B(1-2) i C(57) vrhovi su trokuta. Odredimo
vektore ﬁB, BC i CA | njihove duljine.

Primjenom navedenih formula dobivamo:
AB = (XB - XA)i + (yB - yA)] = (1+3)i + (_2_1)_]: = 4i _3_1:,
BC =(x. =% )i +(ye - vo )i = (5-2)i + (7+2)j = 4i +9] ,
CA= (XA - Xc)i +(yA - YC)_J: = (_3_5)i +(1_ )] =-8 —67.
IzraCunajmo jos duljine ovih vektora:

‘ﬁa‘:\/(XB—XA)Z P _ (4 +(-3f =425=5,
‘ﬁ‘: e _XB)2+(yC_yB)2=\/42+92=\/§,
‘CA JXA o) =+J(-8) +(-6) =100=10.

Primjer 2. Ako su to¢ke A(-31) i B(4,-1) dva vrha paralelograma ABCD, a

togka S(1.2) sjeciste njihovih dijagonala. Odredimo koordinate vrhova Ci D te

duljinu vektora BD.

D C Vektori AS i SC su jednaki. Iz te

C(%.,Yc ). Iziednagavanjem
AS=SC
dobivamo:

iz Cega slijedi:
Xc—1=4iy.-2=1

(1+3) +(2-2)j = (xc -1 +(yc - 2)]

¢injenice odredit cemo koordinate tocke

-

duljina
vektora
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pa smo odredili tocku C(573).
Koordinate to¢ke D mozemo odrediti na sliCan nacin ili npr. iz jednakosti vektora

AB =DC. Sada je:

(4+3)+(-1-2)j =(6-x, ) +(3- ¥, )i
pa je
5-X, =7 13-y, =-2,
odnosno D(- 25).

Izragunajmo jo$ duljinu vektora BD:

8] = "+ o = o = 2-4) +6+1) = (- 6F +67 =72 =612,

4.6. SKALARNI UMNOZAK DVAJU VEKTORA
Ovdje upoznajemo jos jednu racunsku operaciju s vektorima: mnozenje vektora.

Rezultat tog mnoZenja bit ¢e skalar. Zato se operacija naziva skalarno
mnozenje vektora.

Neka su a=OA i b= OB vektori razli¢iti od nulvektora.

ol

Kut OAOB nazivamo kut izmedu vektora a i b i
oznaCavamo ga ¢ = D(a, b). Mijera tog kuta je u
0 intervalu [0’180°], tj. [Oiﬂ

Skalarni umnozak vektora a i b je realni broj alb definiran s:
b =[a oy,
gdje je ¢ kut izmedu vektora aib.

Ako je neki (ili oba) vektor jednak nulvektoru , onda se pojam kuta izmedu
vektora na definira. Tada je skalarni umnozak po definiciji jednak nuli.

Predznak skalarnog umnoska ovisi o mjeri kuta izmedu vektora. Ako je kut
Siljast, umnozak je pozitivan (jer je kosinus Siljastog kuta pozitivan), ako je kut
pravi, umnozak je jednak nuli (jer je kosinus pravog kuta jednak nuli), a ako je
kut tupi, umnoZzak je negativan (jer je kosinus tupog kuta negativan).

Skalarni se umnozak moze izraCunati iz prikaza vektora u pravokutnom
koordinatnom sustavu:

Skalarni umnozak vektora a=a,i+a,j i b=b,i+b, j racunamo po formuli:

kut izme du
vektora

skalarni
umnozak
vektora
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alb=ab, +ab,.
Iz definicije i svojstava racunskih operacija s vektorima i skalarima proizlazi da
pomocu skalarnog produkta mozemo:
5‘2

-2
1. izraCunati duljinu vektora: ald oznadavamo a pa je a =

2. izraCunati kut izmedu vektora: cosg = @Tﬂ,

3. ispitivati ili uvjetovati okomitost dvaju vektora: ako su vektori aib
okomiti, onda je a=0, a ako je alb=0, onda je ili jedan od vektora ai
b nulvektor ili su ti vektori okomiti i piSemo a[lb.

Primjer 1. Akoje m=3a-b i n=2a+3, [d =2, [f[=+3 i O[a,b)=150".

Odredimo:

(3a b)[(2a+3b) 6a +9ab - 2ab - 3b =
GH +7‘a‘[.b{cosﬂ(a,b)—#b‘ = 6[2% +7[23/30s150¢° - 303/3° =

%mnma@tﬁ—?j—sﬂ/ﬁz =24-21-9=-6.

o |

Hz:az:(:%_gj) =9a -6ab+b = cosD(a b)

b{:

= 9[P? - 6[2[3/3[£0sl50° ++/3° =36+18+3=57
Slijedi da je H =57,
0) n,
Najprije je:

i =i =(asabf =4a" +2aabob = 47

i oosci) i -

= 40? +1223/3 0S50 +9E/3° =16-36+27=7
pa je H =./7. Sada je:

Primjer 2. Dane su tocke A(- 41), B(1-3),C(32). Koristeéi se skalarnim
produktom vektora, odredi kut S trokuta ABC.

upotreba

skalarnog
umnoska

vektora
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Kut S je kut izmedu vektora BA i BC. Bitno je da je poCetak oba vektora u

vrhu kuta koji raCunamo. Odredimo najprije prikaz vektora BA i BC u
kanonskoj bazi (I_j)

ﬁ=(x Xg)i +(Va—Ya)i=(-4-12)i +(1+3)j = -5 +4],
BC = (x. - xB)i+(c )T=(—) (2+3)j =2 +5].
Skalarni umnozak vektora BA=a i BC Bjednakje:
BAEBC=a[lb=ab ab, =-52+45=10.

IzraCunajmo joS duljine ovih vektora:
BA=1(-5) +47 = Va1,
‘ﬁ‘ =22 +5% =4/29.
Sada je:
BABC 10

‘84 E.]BC‘ " a9

cosp =

paje £=73"0830".

Primjer 3. Odredimo realni parametar A tako da vektori a= (2/1 —l)i +3] [
b=(A+3)i+(1-A)j budu okomiti.

Ako su vektori a i b okomiti, onda je njihov skalarni umnozak jednak nuli, tj.

alb=0. Zato imamo:
(21-1)(A1+3)+31-1)=0.
Sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu
24 +21=0
Cija su rjeSenja A, =0 i A, =-1, odnosno vektori a = +3] i E =3 +] te
vektori a: =-3+3] | 5; =2i +2] su medusobno okomiti.

ZADACI ZA VJEZBU:

1. ToCke A, B, C, D, Ei F vrhovi su pravilnog Sesterokuta, a to¢ka Snjegovo
srediste. Odredite vektore AB+SC, AF +ED, AS+CF, BC-DE, BC-EF |
S -CS.

2. Dan je pravilni Sesterokut ABCDEF i neka je a =AS | g = BS, gdje je S
srediSte Sesterokuta. Prikazite vektore E&, BD i AC kao linearnu kombinaciju
vektora E ie:.

—

3. lzraCunajte umnozak (45—5)[ﬁ25+35), ako je H =2, ‘B{ =31 D(a ):120°’?

b
4. Kolika je duljina vektora \7=2§—35, ako je H ‘b‘ NER D ) Fn

54




5. Kolika je duljina dijagonale AC paralelograma ABCD kojemu su toCke
B(53),C(08) i D(—35) tri uzastopna vrha?

6. Ako sutocke A(-31) i B(4,-1) dva vrha paralelograma ABCD, tocka S(12)
sjeciSte njihovih dijagonala, odredite koordinate vrhova C i D.

7. Primjenom skalarnog produkta odredite najveci kut trokuta ABC ako su
vrhovi trokuta tocke A(-12), B(L-1),C(6]).

8. Dane su tocke A(-51),B(-14),C(@-4) i D(23). Koristeci se skalarnim
produktom vektora, odredite kut izmedu pravaca AB i CD.

9. Odredite nepoznatu koordinatu vrha C trokuta ABC, A(-21), B(4,-2),

C(-1y) tako da trokut bude pravokutan s pravim kutom pri vrhu A.
10. Odredite realni broj A tako da vektori a= (A +1)m-(A-1)n i b=-Am+34n
budu kolinearni.

—

11. Odredite realni broj p tako da vektori 5=%i+2j [ 5=—pi+éi budu

medusobno okomiti.

12. Dani su vektori a = -2i —5] , b= 4i +i ic=-2i —5] . Odredite vektor v
kolinearan s vektorom E a duljine jednake duljini vektora a+b.

13. Dani su vektori a = —2i +]  b=3- 2] . Odredite vektor ¢ za koji je alt=3i
ble=-5.

14. Odredite vektor b kolinearan s vektorom a = 2i - 3] i za koji je alb=-26.
15. Odredite vektor b okomit na vektor a = —2i +] i duljine 45,

5. ANALITI CKA GEOMETRIJA RAVNINE

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Kako odrediti udaljenost to¢aka u koordinatnoj ravnini? Kako izra¢unati povrSinu trokuta
zadanog koordinatama vrhova

2. Kako odrediti poloviste duZine i teziSte trokuta?

3. Kako duzinu podijeliti u zadanom omjeru?

5.1. TOCKA U PRAVOKUTNOM KOORDINATNOM SUSTAVU

U ovoj cjelini ne¢emo definirati koordinatni sustav i nazive koji bi trebali biti
poznati od ranije, nego ponoviti osnovna svojstva kojima ¢emo se sluZziti u
daljnjim razmatranjima.

Uredeni par realnih brojeva (x, y) odreduje to¢no jednu tocku T ravnine i
obrnuto, toCki T ravnine pridruzen je to¢no jedan par uredenih brojeva (x, y).

Realne brojeve x iy nazivamo koordinate to€ke T. Broj x je njezina prva
koordinata ili apscisa , a broj y njezina druga koordinata ili ordinata .

koordinate
tocke

apscisa

ordinata
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Svakoj tocki T pridruzen je i radijvektor E =X + y] :

Il. KVYADRANT
x<0

Koordinatne osi dijele ravninu na cCetiri dijela v>0
koje nazivamo kvadranti . Kvadrante
karakteriziraju predznaci koordinata njihovih T

I. KVADRANT
x>0
y>0

tocaka:

lil. KVADRANT

x<0
y<0

IV. KVADRANT

x>0
y<0

5.2. UDALJENOST DVIJU TO CAKA

Ve¢ smo ranije spomenuli i koristili formulu za udaljenost togaka Ax,,y,) i
B(x,,Y,) u koordinatnoj ravnini:

A8 = (%, =% + (v, = )"
Primjer 1. Ako su A(5-1) i B(- 35) dva vrha jednakostrani¢nog trokuta,

izraCunajmo njegov opseg.

IzraCunajmo duljinu stranice danog jednakostrani¢nog trokuta:

a=|AB = (% —x ) +(y, - y.)? =y(-3-5) +(5+1)* =+/100=10
pa je o=3a=30 jedinica.

5.3. POVRSINA TROKUTA ODRE DENOG KOORDINATAMA VRHOVA

Ako su A(x.,Y,), B(X,,y,) i C(x,,Y,) vrhovi trokuta ABC, onda njegovu
povrSinu racunamo po formuli:

1
P= §|y1(X2_X3)+ YZ(Xs B X1)+ Y3(X1 - Xz)‘ c

Primjer 1. Kaoriste¢i formule za udaljenost toCaka i povrSinu trokuta zadanog
koordinatama vrhova, izraCunajmo duljinu
visine v, trokuta ABC ako su A(2-1), B(33) i

C(- 5-3) njegovi vrhovi.

Duljinu visine izraCunat ¢emo po formuli
alv,

P= . Odredimo zato najprije duljinu

stranice a =|BC| i povr3inu zadanog trokuta:

kvadranti

formula za
udaljenost
tocaka u
koordinatnoj
ravnini

formula za
povrsinu
trokuta
zadanog
koordinata-
ma vrhova
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a:|BC| :\/(XC _XB)2 +(yc - YB)2 =
=(-5-3) +(-3-3)* =100=10,

P =%|y1(X2_X3)+ yz(x3 - X1)+ y3(X1 - X2)| =
=%|—1[ﬂs+ 5)+30(-5-2)-3{2-3) =

=1|—8—21+3|:1D?6:13.
2 2

Sada je:
v = 2P _2[13_13

° a 1C 5

5.4. DIJELJENJE DUZINE U ZADANOM OMJERU

Neka je AB zadana duzina i D neka njezina to¢ka. Kazemo da toc¢ka D dijel

duzinu AB u omjeru A ako vrijedi |AD|:|DB| = /.

Dijeljenje duzine u zadanom omjeru mozemo jednostavno opisati koriStenjem

vektora. Naime, vektori AD i DB su kolinearni ako za njihove duljine vrijedi:
A0]:[pg = 1.

Kazemo da tocka D dijeli duzinu AB u omjeru A OR ako je AD = ADB.

TocCku D nazivamo djeliSna toc¢ka

A>0 D —
A

A

KaZzemo da tocka D dijeli duzinu AB iznutra ako je A>0 (ﬁ i DB su iste
orijentacije) odnosno izvana ako je A <0 (AD i DB su suprotne orijentacije).

Neka je A(xl,yl), B(xz,yz) [ D(xD,yD). DjeliSna to¢ka D koja duzinu AB dijeliu
omjeru A ima koordinate:
_ X A% _NitAy,

X :
P 1+ P 1+

Primjer 1. Ako je A(-4-3) i B(41), odredimo koordinate to¢ke D koja duZinu
AB dijeli u omjeru 1:3:

dijeljenje
duzine u
zadanom
omjeru

djeliSna

to ¢ka
koordinate
djeliSne
tocke
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a) iznutra

Primjenom formula za koordinate djeliSne tocke i A :é dobivamo:

1 1

~4+= (2 -3+-0
X _X1+/1X2_ 3 __2i _yl+Ay2_ 3 __2
o = = ERiy E R =2

1+ A 1+~ 1+=

3 3

odnosno D, (- 2-2).

b) izvana

Primjenom formula za koordinate djeliSne tocke i A = —% dobivamo:

_4_7m _
_Yi Ay,

1
:X1+/1X2: :—8iy = = 5 =-5
D 1 !

3

X
P 1+

1+ 1

Wik |Ww

1_
odnosno D,(-8-5).

Prikazimo rezultat u koordinatnoj ravnini:

Primjer 2. DuZina AB podijeljena je na sedam jednakih dijelova. Odredimo
koordinate druge djelisne tocke ako je A(- 93)i B(5-4).

2 5
A B
p, D, D, D, Dgs Dg
_ AD,|
Druga djeliSna to¢ka D, dijeli duzinu AB u omjeru A = =—.
D,Bl ©
Sada je:
2 2
Xot Mg _ 250 yotye 35
)(D2 = = 5 =-5] yD2 = y 5 =1,
1+ 1+ % 1+ 1+°

odnosno D,(-51).
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Koordinate poloviSta duzine

Poloviste P duzine AB je tocka koja duzinu dijeli na dva jednaka dijela.
1z ‘ﬁ‘ :‘ﬁé‘ slijedi da je A =1. UvrStavanjem A =1 u formule za koordinate

djeliSne tocke dobivamo formule za koordinate polovista.

Neka je A(x.,Y;), B(X,,Y,) i P(x.,y,). Poloviste P duZine AB ima koordinate:

X _XtX% Yty
P 5 ' e 5

Primjer 3. A(-7,-2) i C(52) su vrhovi trokuta, a P(- 33) je poloviste stranice
AB . Odredimo koordinate polovista R duzine AC, koordinate vrha B, a potom i

koordinate polovista Q stranice BC . Kako se odnose povrsSine trokuta ABC i
PQR?

Uvrstavanjem zadanih koordinata u formule za

C i " . o :
koordinate polovista duzine najprije dobivamo:
+ —
xR:XA o = 7+5:—1i
R Q 2 2

_YatYc __2+2_
= = =0,

Yr 5 5

A o 5 odnosno R(-10).

Buduci da je P(- 33) polovite stranice AB imamo:

+
-3= 72 a paje x; =1i

3:L;-y5 paje Vs :8'

odnosno B(18).

Sada je:
_ X+t X =1+5=3i
2 2
_Ye*tYe _8+2_
= = =5,
Yo 2 2

odnosno Q(35).
Iz pouCaka o sukladnosti i slicnosti slijedi Py : Pz = 4:1. Dokazite to |
racunski, tj. primjenom formule za povrSinu trokuta zadanog koordinatama

vrhova.
Koordinate teziSta trokuta

Ponovimo: teziSte trokuta je sjeciSte teziSnica. TeziSnica je duzina koja spaja
vrh trokuta s poloviStem nasuprotne stranice. Teziste dijeli teziSnicu u omjeru

koordinate
polovista
duzine
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2:1 iznutra od vrha prema stranici. Lako se pokazu formule za koordinate
teziSta trokuta.

TeZiste T trokuta ABC s vrhovima A(x,,Y;), B(x,,y,) i C(x,,y,) ima koordinate:

5 _X XX _YitY,tYys
T v Yr :
3 3

Primjer 5.  Odredimo koordinate C vrha trokuta ABC ako su koordinate vrhova
A-7-3)i B(31), a T(1-2).

UvrStavanjem u formule za koordinate teziSta trokuta dobivamo:
—-7+3+X , :
1:TC paje X. =7 i

—3+1+y.

-2= paje y. =-4.

TraZene koordinate su C(7,-4).

ZADACI ZA VJEZBU:

1. Totkama Bi C duzina AD podijeljena je na tri jednaka dijela. Odredite
koordinate toCaka CiD ako je A(-32) i B(0)).
2. Duzina MN, M L5)i N (7,3), promjer je kruznice. U kojoj je tocCki srediste
kruznice? Kolika je duljina polumjera kruznice?
3. Kolike su duljine srednijica i teziSnica trokuta ABC ako su vrhovi trokuta
A(-31),B(B-5 i C(57)?
4. ToCke A(-2-3),B(x,3) i C(29) pripadaju jednom pravcu. Odredite
nepoznatu koordinatu tocke B.
5. Povrsina trokuta ABC je 4. Dva su njegova vrha u toCkama A(21) i B(3-2).
Odredite koordinate vrha C ako vrh C:

a) lezi na osi x, b) lezi na osi y.
6. lzraCunajte povrSinu Cetverokuta ABCD ako su zadani njegovi vrhovi
A(-40),B(-1-3),C(3-2) i D(25).
7. lzraCunajte duljinu visine na stranicu AB trokuta ABC ako su vrhovi trokuta
A(-32),B(1-1) i C(-3-3).
8. lzraCunajte povrsinu trokuta PQR gdje su P, Q i Rredom ploviSta duzina AB,
BC i AC trokuta ABC ako su zadani vrhovi A(-2-2) i C(7.3) te poloviste

P(2-1 stranice AB .

koordinate
tezista
trokuta
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6. PRAVAC

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Kako zadajemo pravac? Koji su oblici jednadZzbe pravca?

2. U kojem medusobnom poloZaju mogu biti pravci u ravnini?

3. Kaoji je uvjet okomitosti, a koji uvjet paralelnosti dvaju pravaca?

4. Kako racunamo kut dvaju pravaca? Kako odredujemo jednadzbu simetrale kuta dvaju
pravaca?

6.1. EKSPLICITNI OBLIK JEDNADZBE PRAVCA

Osnovni zadaci analitiCke geometrije pravca su: provjeriti pripada li zadana
toCka zadanom pravcu, odrediti neku to¢ku pravca, nacrtati pravac u
koordinatnoj ravnini, analitiki ispitati medusobni poloZaj dvaju pravaca ili uz
odredene uvjete odrediti jednadzbu pravca. Ovdje ¢emo prouciti tri razliCita
oblika jednadzbe pravca:

1. eksplicitni oblik jednadzbe pravca,

2. implicitni oblik jednadzbe pravca,

3. segmentni oblik jednadzbe pravca,
te razliCite naCine zadavanja pravca:

1. pravac odreden koeficijentom smjera i jednom to¢kom,

2. pravac odreden dvjema to¢kama.

O pravcu i njegovoj jednadzbi bilo je rije€i u prethodnim razredima. Pravac smo
proucavali kao graf linearne funkcije.

Funkcija oblika f(x)=kx+1, gdje su kil realni brojevi i k # 0 naziva se
polinom prvog stupnja ili linearna funkcija .

Linearna funkcija dobila je ime po tome Sto je njezin graf pravac (od lat. linea).
Graf linearne funkcije f(x)=kx+I je pravac jednadzbe y = kx+I.

JednadZzbu pravca oblika

y = kx+I
nazivamo eksplicitni oblik jednadzbe pravca . Koeficijent k nazivamo
koeficijent smijera ili nagib pravca, a koeficijent | odsje €ak na y-osi ili pomak
po y-0Si.

Primjer 1. U istom koordinatnom sustavu nacrtaj pravce:

a) y=2x,
b) y=-3x,
c) y=2x-1,
d y=-3x+4.

Odredimo nekoliko to€aka zadanih pravaca:

eksplicitni
oblik
jednadzbe
pravca

koeficijent
smjera

odsje ¢ak na y
oSi

61




a)
X 0 1
y = 2X 0 2
c)
X 0 1
y=2x-1 | -1 1

-3

b)

X 0 1 -1
y =-3x 0 -3 3
d)
X 0

y=-3x+4 4 1 -2

Predocimo toCke u koordinatnom sustavu i nacrtajmo pravce:

F-3x+4

y=2x

y=2x-1

Promotrimo li sliku vidimo da pravci
y=2x i y=2x-3 rastu (kada raste
vrijednost x, raste i vrijednost funkcije y),
apravci y=-3x i y=-3x+4 padaju
(kada raste vrijednost x, vrijednost
funkcije y pada).

O rastu i pada pravca govori koeficijent
smjera (nagib pravca) odakle i njegovo
ime:

Pravac y =kx+| raste ako je k>0, a
pada ako je k <O.

Pogledajmo dalje u kojim toCkama zadani pravci sijeku y-0s. Pravci y = 2X i
y = —-3x prolaze ishodigtem koordinatnog sustava, tj. sijeku y-os u to¢ki (00),
pravac y =2x-1 u tocki (O,—l), a pravac y =-3x+4 u tocki (0,4). Procitajmo
njihove odsjecke na y-osi. Oni suredom 0, 0, -1 4.

Zaklju€ujemo:

Pravac y = kx+| sijeCe y-0s u tocki (O,I).
Pravac y = kx prolazi ishodiStem koordinatnog sustava.

Prikloni kut pravca

a
E3
o “ 2

Kut (mjere a) koji pravac zatvara s pozitivnim
dijelom x osi nazivamo prikloni kut. Kazemo i da
je to kut za koji treba u pozitivnom smjeru
zarotirati pozitivni dio x osi oko sjeciSta pravca p i
X 0si do pravca p.

rast i pad
pravca

prikloni kut
pravca

62




Primjenom trigonometrije dobivamo:
iz Cega je
y=tga [x+].

Usporedbom dobivene jednadzbe s eksplicitnim oblikom jednadzbe pravca
dobivamo:
k=tga .

Primjer 2. Ako je zadan pravac jednadzbom y = —§x+5, odredimo:

a) koeficijent smjera: k = —%,
b) odsjeCak nayosi: | =5,

c) prikloni kut: tga =k = —% paje a =146°1836".

6.2. IMPLICITNI OBLIK JEDNADZBE PRAVCA

Cinjenica da eksplicitnim oblikom jednadZbe pravca nisu obuhvaéeni pravci u
specijalnom polozaju, tj. pravci paralelni s koordinatnim osima dovodi nas do

jednog drugog oblika jednadzbe pravca. ZapiSimo promatrane jednadZbe u
obliku u kojemu je na jednoj strani 0: kx—y+1 =0, y-1=0, x-c=0.
Opcenito svaka od tih jednadzbi moze se zapisati u obliku

Ax+By+C=0, A20ili B#O,
koji nazivamo implicitni ili op éi oblik jednadzbe pravca.

Ako je B #0 jednadZba se moZe zapisati u obliku:

B B
Usporedbom s eksplicitnim oblikom jednadzbe pravca dobivamo:
A @
k=——, 1 =-—=.
B B

Primjer 1. Provjerimo koja od toCaka A(3,—1), B(2,3) pripadaju pravcu
3x+2y-7=0.

Ako tocka pripada pravcu, onda njezine koordinate moraju ispunjavati
jednadzbu pravca.

implicitni
oblik
jednadzbe
pravca
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Uvrstimo koordinate tocke A(3-1) u jednadZbu pravca. Iz
3B+20{-1)-7=0
slijedi 0=0 pa zaklju¢ujemo da to¢ka A pripada zadanom pravcu.
Ponovimo postupak za todku B(23). Dobivamo:
3[2+2[3-7=0,
odnosno 5=0 Sto ne vrijedi pa to¢ka B ne pripada pravcu.

Primjer 2. Odredimo nepoznatu koordinatu tocke A(2, yA) ako ona pripada
pravcu 4x-3y+13=0.

lz 4[2-30y, +13=0 dobivamo y, =7 paje A(2,7).

Primjer 3. Odredimo toCke u kojima pravac 3x -4y -6 =0 sijeCe koordinatne
OSi.

Tocka na x osi ima ordinatu O, tj. y =0 pa dobivamo: 3x-4[0-6=0 iz Cega je
X =2 pa je sjeciSte pravca s x osi to¢ka M (2,0).
Tocka na y osi ima apscisu 0, tj. x=0 pa dobivamo: 3[0-4y-6=0 iz Cega je

y= —g pa je sjeciSte pravca s y osi tocka N(O,—gj.

Primjer 4. Odredimo realni parametar A tako da pravac
(22 -1)x+ (21 +3)y+ A -1=0:

a) ima koeficijent smjera %

_2A71_2 Gliedi —61+3=41+6 paje A= -
22+3 3 10

Iz k=-

w|>

b) ima odsjeCak nay osi 2
c__4-1_, slijedi —A+1=41+6 paje A1 =-1.

lz |1 =-—
B 21 +3

c) bude okomit na x os

Pravac je okomit na x os ako je B=0. Iz 24 +3=0 dobivamo A = —g.

d) bude okomit nay os

Pravac je okomit nayos ako je A=0. 1z 24-1=0 dobivamo A =%.
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6.3. MEDUSOBNI POLOZAJ DVAJU PRAVACA

Dva pravca u ravnini:
— imaju jednu zajednicku tocku: (kazemo da se sijeku u jednoj tocki

p.n p, ={S}h),
— nemaju zajednickih to¢aka: (kazemo da su paralelni, p, || P,,
pl n p2 :Q),

— imaju sve tocke zajednicke (kazemo da se podudaraju p, = p,).

Medusobni polozaj dvaju pravaca odredujemo:
— grafickom metodom (crtamo pravce u koordinatnom sustavu i nalazimo
broj njihovih zajednickih toCaka),
— algebarskom ili raGunskom metodom (rjeSavamo sustav dviju linearnih
jednadzbi s dvije nepoznanice koji ¢ine jednadzbe zadanih
pravaca{ Pro AXFBy+C, =0 , a broj rje3enja sustava odgovara
p,...A,x+B,y+C, =0

broju njihovih zajednickih to¢aka).

P4
P4
Py =P
S / 15P;
pyNpy,= 9 sustav ima beskonacno
PyNpy=S sustav nema rje$enja mnogo rjeenja

sustav ima jedno rjeSenja

6.3.1. PRESJECNA TOCKA DVAJU PRAVACA

Zelimo li odrediti presjeénu to¢ku dvaju pravaca, trazimo uredeni par (x, y) koji
zadovoljava jednadzbe obaju pravaca. Odredit ¢emo ju tako da rijeSimo sustav
..AX+By+C =0
koji odreduju jednadZbe tih pravaca Pro AXFBY+C, .
p,...A,x+B,y+C, =0
Primjer 1. Odredimo to¢ku u kojoj se sijeku pravci 3x+2y+2=0 i
2x—-3y+10=0.

L {3x+2y+2:O . ,
RjeSavamo sustav po volji odabranom metodom. Neka je to
2x-3y+10=0
npr. metoda suprotnih koeficijenata. MnozZenjem prve jednadzbe s 2, a druge s 3
dobivamo:
9x+6y+6=0
{4x -6y+20=0
Zbrajanjem jednadzbi dobivamo 13x +26=0 pa je . Dalje, dobivamo y =2.
Pravci se sijeku u togki S(- 22).

medusobni
polozaj dvaju
pravaca u
ravnini

presje ¢na
tocka dvaju
pravaca
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6.3.2. KUT DVAJU PRAVACA

Dva pravca p, i p, koji se sijeku odreduju dva suplementarna neorijentirana

kuta, ozna¢imo ih (odnosno njihove mjere) s ¢ 1 ¢'. Dakle, vrijedi ¢ +¢'=180C.

p, Kut izmedu pravaca definiramo kao maniji
(manje mjere) od tih dvaju kutova, neka je to
kut ¢ . Dakle, uvijek je 0° < ¢ <90°. Za kut

P, oﬂ izmedu paralelnih pravaca kazemo da ima

mjeru ¢ =0°.

Odredimo kut izmedu pravaca zadanih eksplicitnim jednadzbama:
p,...y =kXx+lI,
P,...y =k, x+1,.

Oznacdimo s a, i a, kutove koje ti pravci
zatvaraju s pozitivnim dijelom x osi. Onda je
tga, =K, i tga, =k,. Neka je ¢ kutizmedu
zadanih pravaca, tj. kut za koji moramo
zarotirati pravac p, da bi se poklopio s
pravcom p,. Vrijedi ¢ =a, —a, pa taj kut
o racunamo po formuli:

tg¢:tg(a —a): tga, —1ga, — k, — kK
Y7 1+tga, Oga, 1+k Ok,

Buduci da smo kut dvaju pravaca definirali kao manji od dva kuta koje ti pravci

zatvaraju, formulu za raCunanje kuta ¢ izmedu pravaca p,...y =Kx+l, i
p,...y =k,x+1, zapisujemo u obliku:
tg¢ =‘ L

1+k, K,

Primjer 1. Odredimo kut izmedu pravca 4x+8y-1=01i 9x-3y+2=0.

Koeficijenti zadanih pravaca su k, = —% i k, =3 paje:

NPT . MR e R
‘1"' K, Dkz‘ ‘1 1[3‘
2

iz ega dobivamo ¢ =81°5212".

kut izme du
pravaca

formula za
ra¢unanje
kuta izme du
pravaca
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6.3.3. PARALELNOST | OKOMITOST PRAVACA

Dva ¢e pravca biti paralalena ako je kut izmedu njih ¢ =0°. Tada je tg¢ =0 pa
iz
k2 B kl —
1+k k,
vidimo da mora biti k, =k;.

Dakle, dva su pravca zadana svojim jednadzbama u eksplicitnom ili implicitnom
obliku:
p, ... y=kx+l, ... Ax+By+C, =0,
p, ... y=kx+l, ... Ax+B,y+C,=0
paralelna, piSemo p, || p,, ako i samo ako imaju jednake koeficijente smjera, tj.
vrijedi:
odnosno
A_A
—=— 1. AB,=AB,.
B, B, J. AB, =A,B,

Dva su pravca okomita ako je kut izmedu njih ¢ =90° pa je je tg¢ =+ . TO

znaci da nazivnik izraza tg¢ :L mora biti jednak nuli:
1+k; Ik,

1+kk, =0 iz Gega slijedi k, = —ki.
1

Dakle, dva su pravca zadana svojim jednadzbama u eksplicithom ili implicithom
obliku:

p, ... y=kx+l, ... Ax+By+C, =0,

p, ... y=kx+l, ... Ax+B,y+C,=0
okomita, piSemo p, [ p,, ako i samo ako imaju suprotne i reciprocke
koeficijente smjera, tj. vrijedi:

1
k, =-——,
odnosno
A _ B . _
—~ =—— . +B,B, =0.
B, : . AA, 1 D)

Primjer 2. Odredimo parametar mtako da pravci p;...(A +1)x+ (24 -1)y+1=0
i p,...6x—4y+1=0 budu:

a) paralelni

kriterij
paralelnost
pravaca

kriterij
okomitosti
pravaca
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Pravci su paralelni ako i samo ako imaju jednake koeficijente smjera.

Koeficijenti smjera zadanih pravaca su k; = —Z/L—Jrll I K, =g, pa po
uvjetu paralelnosti mora biti:
_A+1_3
21-1 2

iz Cegaje A :é.

b) okomiti
Pravci su okomiti ako i samo ako imaju suprotne i reciprocne koeficijente
smjera, tj. mora vrijediti:

A+l
21 -1

2
3

izCegaje A =5,

6.4. NACINI ZADAVANJA PRAVCA

Ranije smo spomenuli ¢ime je pravac jednozna¢no odreden:
1. pravac je odreden koeficijentom smjera i jednom tockom,
2. pravac je odreden dvjema toCkama.

Ovdje ¢emo prouciti navedena dva nacina zadavanja pravca.

6.4.1. PRAVAC ODRE BEN KOEFICIJENTOM SMJERA | JEDNOM TO CKOM

Zanima nas kako glasi jednadzba pravca koji prolazi to¢kom T(x,,y,) iima

zadani koeficijent smjera k. NapiSimo eksplicitni oblik jednadzbe tog pravca:
y =kx+l1.
TocCka T pripada pravcu pa njezine koordinate ispunjavaju jednadzbu pravca, tj.

vrijedi:
Yy =k +1
Oduzimanjem ovih jednadzbi dobivamo:
Y=y, = k(X—Xi).

Dakle, jednadZba pravca koji prolazi tockom T(x,,y,) i ima zadani koeficijent
smjera k glasi:
y=y, =k(x=x).

Primjer 1. NapiSimo jednadzbu pravca koji prolazi to€kom T(— 5,—2), as
pozitivnim dijelom x osi zatvara kut a =135°.

pravac zadan
koeficijentom
smjera i
jednom
tockom
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Bududi da je k =tga =tg135° = -1, uvrdtavanjem u jednadzbu y-y, = k(x-x,)
dobivamo:

y+2= —1[ﬂx+5),
odnosno jednadzba pravca u npr. eksplicitnom obliku glasi y =-x-7.

Primjer 2.  Odredimo jednadzbu pravca koji prolazi tockom T(2,—1) i paralelan
je s pravcem 4x+10y-7=0.

Iz uvjeta paralelnosti pravaca slijedi da trazeni pravac ima koeficijent smjera

jednak zadanom pravcu, tj. k = —é. Dobivamo:

y+1:—§[ﬂx—2)

pa je jednadzba trazenog pravca u npr. implicitnom obliku: 2x+5y-1=0.

Primjer 3. Stranice trokuta leze na pravcima AB...x+2y+1=0,
BC...3x—-y-18=01i AC...x-y—-2=0 . Odredimo jednadzbu pravca na
kojemu lezi visina povucena iz vrha C.

Trazeni pravac prolazi tockom C i okomit je na
pravac AB. Odredimo najprije koordinate tocke C.
TocCka C presjecna je toCka pravaca AC i BC pa ju
nalazimo kao rjeSenje sustava:

Xx-y-2=0

3x-y-18=0
Dobivamo C(86).
Buduci da je pravac na kojemu lezi visina

povucena iz vrha C okomit na pravac AB slijedi da
je njegov koeficijent suprotan i recipro¢an

koeficijentu smjera K, = —%, . k=2.

Sadaje

y-6=2[{x-8)
pa je jednadzba trazenog pravca 2x-y-10=0.

6.4.2. PRAVAC ODRE BEN DVJEMA TO CKAMA
JednadZzbu pravca kroz dvije to¢ke mozemo lagano izvesti na dva nacina:

1. naéin:
Koristimo uvjet da tocka T, (xz, yz) lezi na pravcu koji prolazi tockom Tl(xl, yl) [
ima koeficijent smjera k:
Yo=Y ZKEQXZ _Xl)
iz Cega slijedi:
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k=y2_yl-
X =X

Jednadzba pravca kroz dvije tocke Tl(xl, yl) i T, (xz, yz) glasi:

_ =y2_y1 _
Y=Y Xz_xl[ﬂx Xl)'

2. naéin:

Preko geometrijskog znacenja
koeficijenta smjera k. Koeficijent
smjera jednak je tangensu kuta kojeg
pravac zatvara s pozitivnim dijelom x
0sSi:

Primjer 1. NapiSimo jednadzbu pravca koji prolazi tockama Tl(— 4,3) i T2(6,—5).

Uvrstimo koordinate zadanih toaka u formulu za jednadzbu pravca kroz dvije
toCke:
y-3=—

Sredivanjem dobivamo jednadzbu traZzenog pravca y = —g x—é .

Primjer 2. To¢ke A(-13), B(- 3-5) i C(5-1) vrhovi su trokuta. Odredi
jednadzbu pravca na kojemu lezi teziSnica t. .

A-1,3)

vy TeZiSnica t, je duzina koja spaja vrh C s poloviStem

- stranice AB. Odredimo najprije koordinate polovista
th \m\ 0(51) 77777 P :

’ X _ XatXg :_1+(_3)

/ P 2 2

y, = Ya*Ye _3+(-5)
i 2 2

pa je P(-2-1). Uvrstavanjem dobivamo:

y-()="2ED - (-2),

5-(-2)

=-2,

=-1

odnosno t,...y=-1.

pravac zadan
s dvije to ¢ke
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6.5. SEGMENTNI OBLIK JEDNADZBE PRAVCA

Neka pravac sijede koordinatne osi u tockama M(m,0) i N(0,n), gdje sumin
realni brojevi razli€iti od nule. Odredimo jednadzbu pravca odredenog tim
tockama.

| / To je pravac odreden totkama M (m,0) i N(0,n)
N(O.1) pa je njegova jednadzba:

y-0=""9x-m)
0-m ’
Mmoo koju moZemo zapisati u obliku:
1+X :1'
m n

koji nazivamo segmentni oblik jednadzbe pravca.

Brojeve mi n nazivamo segmenti ili koje pravac odsijeca na x odnosno Yy o0si
(odsjecci na koordinatnim osima).

Uoc¢imo na slici pravokutan trokut MON odreden pravcem i koordinatnim osima.
Njegowvu je povrSinu jednostavno izracunati pomoc¢u odsjeCaka mi n, jer su |n1 i

In| duljine njegovih katete pa je:

I

2

Primjer 1. Odredimo odsjecke koje pravac 10x -6y -15=0 odsijeca ha

koordinatnim osima te povrsSinu trokuta koji pravac zatvara s koordinatnim
osima.

ZapiSimo zadani pravac u segmentnom obliku.

Iz
10x-6y =15
dijeljenjem s 15 dobivamo:
10x 6y _
15 15
odnosno
2x_2y 4
3 5
i napokon:
X 'y _
EN
2 2

Iz dobivenog segmentnog oblika ¢itamo odsjeCke na koordinatnim osima:

segmentni
oblik
jednadzbe
pravca
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3. 5 . . ..
sz in= 5 pa je trazena povrsina:

e
o lmin 212 "4 _1s
2 2 2 8

Uocimo da smo odsjecke na koordinatnim osima mogli odrediti i tako da

odredimo tocke u kojima pravac sijeCe koordinatne osi (Primjer 3. u tocki 6.2).

Primjer 2. U jednadzbi pravca —5x+2ay +10a =0 odredi realni parametar a

tako da je povrSina trokuta koji zadani pravac zatvara s koordinatnim osima
jednaka 20.

ZapiSimo najprije zadani pravac u segmentnom obliku.

Iz
—-5x+2ay = -10a
dijeljenjem s —10a dobivamo:
—5X + 2ay -1
-10a -1Ca
odnosno
5 + L =1.
2 -5a

Iz dobivenog segmentnog oblika ¢itamo odsjeCke na koordinatnim osima:
m=2 i n=-5a. Iz formule za povrSinu trokuta dobivamo:

A5,
2

odnosno
[10a| = 40.

RjeSenja ove jednadzbe su a, =4 i a, = 4.

6.6. UDALJENOST TO CKE OD PRAVCA

Udaljenost tocke T od pravca p je, po definiciji, najkrac¢a od svih udaljenosti
tocke T i neke toCke pravca p.

Neka je N noziSte okomice iz toCke T na
pravac p.

Udaljenost to¢ke T od pravca p jednaka je
udaljenosti d to¢aka T i N.

5
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Udaljenost toCke T(xo.yo) od pravca p...Ax+ By +C =0 racunamo po formuli:

a(r, p)= 1% +sz°:C|.
AZ+B

Primjer 1. Izratunajmo udaljenost to¢ke T(- 23) od pravca 2x-3y-13=0.

Koristeéi formulu dobivamo:
2((-2)-38-13 |-26 26
d(T, p)= = = =2413.
(r.p) 22 +(-3)? V13 413

Primjer 2. IzraCunajmo povrSinu pravokutnika kojemu dvije stranice leze na
pravcima p,...x-3y-7=01i p,...3x+y+9=0, atotka A(-14) jedan njegov
vrh.

Koordinate to¢ke A ne ispunjavaju jednadzbe pravaca p, i p, pa ona ne
pripada ni jednom od njih. Buduci da su koeficijenti smjera zadanih pravaca su

K, =% I k, ==3, oni su okomiti. Zbog navedenog je duljina jedne stranice

pravokutnika jednaka udaljenosti tocke A od pravca p,, a duljina druge stranice
jednaka je udaljenosti tocke A od pravca p,.
Imamo redom:

_F1-3m-7_|-2q _

=d(A p,)= T NG ﬁ'

«/32+12 " V10 \/10'
. 20 10 _ 200
Sadaje P=alb= =20.
: 710 410 10

Simetrala kuta odre denog s dva pravca

Simetrala kuta je pravac kojemu je svaka tocka jednako udaljena od oba kraka
kuta.
Neka su p, i p, dva neparalelna pravca zadana svojim implicitnim
jednadzbama:

p,...AX+By+C =0i

,...AX+B,y+C, =0.
Oni odreduju dva suplementarna kuta. Simetralu bilo kojeg od tih kutova
mozemo odrediti koristec¢i formulu za udaljenost tocke od pravca.

formula za
udaljenost
to ¢ke od
pravca

simetrala
kuta
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1
]
1
1

p, i p,.. Dakle, mora biti:
d(T. p,)=d(T.p,).

L1
1
1
|}
1
1

simetrale. Odavde slijedi:

1
|
82‘
[
'

Iskoristimo uvjet da je svaka toCka
simetrale jednako udaljena od pravaca

gdje je T(X, y) bilo koja to¢ka trazene

[AX+By+C,| _|AX+B,y+C)

/AiZ + 812
Jednadzbe simetrala kutova Sto ih odreduju pravci p,...AX+By+C, =0
p,...AXx+B,y+C, =0 glase:

[AX+By+Cy| _|AX+B,y+C)|

/A12+Blz /A22+Bzz ’

Izostavimo li apsolutne vrijednosti dobivamo jednadzbe dvaju medusobno
okomitih pravaca: jednadzbu simetrala kuta koji ne sadrzi ishodiste:

Ax+By+C, _AXx+B,y+C,
/Aiz_I_Blz /A22+822

I jednadzbu simetrala kuta koji sadrzi ishodiSte koordinatnog sustava:

AX+By+C, __ AX+By+C,
/A12+BlZ /A22+BZZ

Primjer 1. Odredimo simetrale kutova koje odreduju pravci p,...x—=7y—-11=0i
p,..Xx+y+5=0.

Prema navedenom, mora biti:

x-7y-11 :|x+ y+5

\/12 +(_ 7)2 \/12 +12 ’
tj.

x=-7y-11 |x+y+§
52 V2
iz Cega je

[x=7y-11=5x+y+5.
Odavde je x-7y-11= 5(x+ y+5) il x=-7y-11= —5(x+ y+5). U prvom slucaju
dobivamo jednadzbu simetralu s,...x+3y+9=0, a u drugom jedna simetrale
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S,...3x—y+7=0.
Primijetimo da su koeficijenti smjera dviju simetrala k;, = —% i k, =3, odnosno

da je rije€ o paralelnim pravcima.

ZADACI ZA VJEZBU:

1. U kojem omijeru sjeciSte duzine AB, A(-14), B(3-2) s osi apscisa dijeli
duzinu AB?

2. U tocki P koja duzinu AB, A(21), B(6,-3) dijeli u omjeru 3:1 od toCke A
povucena je okomica. Kolika je duljina odsjecka Sto ga odreduju sjecista
okomice s koordinatnim osima?

3. Odredi simetralu unutarnjeg i vanjskog kuta pri vrhu A trokuta ABC ako je
A@lL-2),B(4),C(-20).

4. Dvije stranice kvadrata pripadaju pravcima 4x-3y+11=0i 4x-3y+1=0.

Kolika je povrSina kvadrata?
5. Kolika je duljina dijagonale kvadrata ako je A(50) jedan njegov vrh, a jedna

. . .. X
njegova stranica lezi na pravcu =3 +% =17

6. ToCka T(-45) vrh je kvadrata kojemu je dijagonala na pravcu 7x-y+8=0.
Kolika je povrSina kvadrata?

7. Koliki je odsjeak na osi ordinata pravca koji prolazi sjecistem pravaca
7x-5y-10=01i 3x-2y-6 =0, a paralelan je s pravcem koji prolazi to¢kama
A(-13)i B(24)?

8. U jednadzbi x+ay—4 =0 odredi realni parametar a tako da duljina odsjecka

izmedu koordinatnih osi bude jednaka 2.5.

9. To¢kom T(-21) polozi pravac koji s pravcem 2x+3y+6 =0 zatvara kut od
45°

10. Ako su A(-20),B(30),C(-44) vrhovi trokuta ABC, koliki je najveéi kut
trokuta?

7. KRIVULJE DRUGOG REDA

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Kaoje su krivulje drugog reda? Gdje ih nalazimo u svakodnevnom Zivotu?
2. Kako glase jednadzZbe krivulja drugog reda?

3. U kojem medusobnom poloZzaju mogu biti pravac i krivulje drugog reda?

7.1. JEDNADZBA KRUZNICE

Kruznica je skup to€aka T ravnine koje su jednako udaljene od jedne Cvrste
tocke Ste ravnine. To¢ku Snazivamo srediSte kruZznice, a udaljenost to¢ke T od
srediSta kruznice polumjer ili radijus kruznice, oznaimogasr.

kruznica

srediste
kruznice

polumjer
kruznice
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Odredimo sada jednadzbu kruZznice.

Neka je njezino srediste todka S(p,q), a duljina
polumjera kruznice neka je r. Za bilo koju tocku
T(x,y) te kruznice vrijedi

stl=r,

T(x.y)

S(p.q)
odnosno

5 ' ' Jix-p) +ly-a?)=r.
\\/ nakon kvadriranja dobijemo:

(x=pf +(y-q) =r2,

i to je jednadzba kruznice sa srediStem uto €ki Sipolumjerom r.
Ako je srediste kruznice u ishodiStu koordinatnog sustava, jednadzba kruznice
glasi:
Ovu kruznicu nazivamo sredisnja ili centralna kruznica .
JednadZbu kruZnice mozemo pisati i u obliku koji dobivamo kvadriranjem:

x> +y*-2px-2qy+ p>+qg°-r?=0.
Tu jednadzbu mozemo pisati i u obliku:

x*+y’+ax+by+c=0,

gdjeje a=-2p, b=-2qic=p*+qg®-r?.
Nazivamo je op €éi oblik jednadzbe kruznice

Slijedi da je:
=——,Qq=-—1ir"=p°+q°--c.
p 5 q 5 p-+q

Primjer 1. NapiSimo jednadzbu kruznice ako je:
a) S(-23),r=5
Jednadzba kruznice je (x+2)° +(y-3)* = 25.

b) S(0-1), r=+3

Jednadzba kruznice je x2 +(y+1)* = 3.

jednadzba
kruznice

srediSnja
kruznica

op ¢i oblik
jednadzbe
kruznice
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Primjer 2. Iz jednadzbe kruznice odredimo koordinate srediSta i duljinu
polumjera:

a) (x-57+(y+2f=9
Iz jednadzbe kruznice &itamo: S(5-2), r = 3.

1 2
b) [X+§j +y2:10

Iz jednadzbe kruznice Citamo: S(—%,Oj, r=410.

Primjer 3. 1z jednadZbe kruZnice x*+y” —4x+6y—-2=0 odredimo koordinate
sredista i duljinu polumjera.

Vidjeli smo da je p=—%, q=—g ir?=p’+g°-c.
Iz toga je
p:—_:z, q:—g:—,?,i |’2:22+(—3)2—(—2):15.

paje: S(2-3), r =415,

Drugi nacin rjeSavanja je svodenje zadane jednadzbe kruznice na potpuni
kvadrat. Grupirajmo ¢lanove uz pojedine nepoznanice:

(x2 —4x)+ (y2 +6y)= 2.
Svaku zagradu nadopunimo do potpunog kvadrata, dodajudéi lijevoj i desnoj
strani jednadzbe kvadrat drugog ¢lana:
(x2 —ax+4)+(y? +6y+9)=2+4+9.
Sada dobivamo:
(x-2)*+(y+3)* =15
paje S(2-3), r =415,

Primjer 4. Odredimo skup to¢aka kojima koordinate x i y ispunjavaju
jednadzbu:

a) xX*+y>+2x-3y+3=0

g

2
Svodenjem na potpuni kvadrat dobivamo: (x +1)° +[y—gj =

N w

N—

Zaklju€ujemo da je rije€ o kruznici sa srediStem u tocki S(—l

polumjerom r = % :

b) x*+y? +2x—3y+1—j:O
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2
Svodenjem na potpuni kvadrat dobivamo: (x+1)2 +(y—gj =0. Owu

jednadzbu ispunjava jedino tocka S(—lgj . Mozemo zamisliti da je rije€

o kruznici s polumjerom r =0.

c) xX*+y*+2x-3y+4=0
Sada svodenjem na potpuni kvadrat dobivamo jednadzbu:

2
(x +1)? +(y—gj = —% koju ne ispunjava ni ti jedna to¢ka u ravnini.

Zaklju éujemo:

Jednadzba x*+y*+ax+by+c=0 je:
1. jednadzba kruznice ako je r? = p*+qg°-c>0,
2. jednatocka akoje r?=p*+qg°-c=0,
3. prazan skup, tj. ne postoji ureden par (x, y) realnih brojeva x i y koji
ispunjava tu jednadzbu, ako je r? = p?>+qg° -c<0.

Pogledajmo sada nekoliko primjera u kojima se trazi jednadzba kruznice. Kako
je kruznica odredena s tri broja p, qi r, problem se svodi na njihovo odredivanje.

Primjer 5. Odredimo jednadzbu kruZnice ako je njezino srediste S(— 2,3) iona
prolazi tockom A(-5-1).

Potrebno je odrediti polumjer kruznice. On je jednak
udaljenosti toCaka Ai S

. r =|AS = /(- 2+5)* +(3+1)* =/25=5.

Zato je jednadzba kruznice:
(x+2)* +(y-3)* = 25.

I

A(-5-1)

Primjer 6. Odredimo jednadzbu kruznice kojoj je duzina AB polumjer ako je
Al-6-4) i B(22).
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Vidimo da je to¢ka S poloviSte duzine AB, tj.
g 2r=|AB|, odnosno r =|AS =|BS.
Odredimo koordinate srediSta S

_ Xa T X _—6+2__2
2 2 ’
A q:yA+yB:_4+2:_1.
2 2
paje S(-2-1).
Dalje je:

r=|AS =(-2+6) +(-1+4) =42 +3 =5,

Jednadzba kruznice je: (x+2)° +(y+1)* = 25.

Primjer 7. Odredimo jednadzbu kruznice koncentricne kruznici
x* +y? —6x+2y-1=0 koja:

a) dira x os,
b) diray os,
c) dira pravac x-2y+5=0.

Koncentri éne kruznice su kruznice koje imaju zajedni¢ko srediste, a razliCite
duljine polumjera. Odredimo zato najprije srediSte trazenih kruznica:

odnosno S(3-1).

a) Kruznica k, koja dodiruje x os ima
jednadzbu:
(x-3)* +(y+1)° =1.

b) Kruznica k, koja dodiruje y os ima
jednadzbu:
(x-3)* +(y+1)° =9.

¢) Kruznica k, koja dodiruje zadani
pravac ima polumjer:

r=d(S, p)

i jednadzbu: (x-3)* +(y+1)* = 20.

:|3E1—1EQ—2)+5| _ 10 — 25

koncentri ¢ne
kruznice
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Primjer 8. NapiSi jednadzbu kruznice koja prolazi tockom M (— 13), imar=5a
srediSte joj je na x osi.

Kako kruznica prolazi to€ckom M, njene koordinate moraju ispunjavati jednadzbu
kruznice pa je:

(-1-p)+(3-q) =r2.
UvrStavanjem zadanih podataka r =5 i g =0 (jer je srediSte kruznice na x osi),
dobivamo jednadzbu:

(-1-p)° +(3-0)° =57,
odnosno

(-1-p)* =16
Cija surjeSenja p, =-51 p, =3 pa su jednadzbe kruznica:
k,...(x+5)* +y2 =251 k,...(x—3)* + y? = 25.

Primjer 9. Odredimo jednadZbu kruZnice koja prolazi tockom M (4,-2) i dira
obje koordinatne osi.

k, Buduci da kruznica prolazi tockom M,
njezine koordinate ispunjavaju
jednadzbu kruznice i vrijedi:

g (4-p) +(-2-q)° =r2.
Kako trazena kruznica dira obje
koordinatne osi, a toCka M pripada
Cetvrtom kvadrantu mora biti:

p=riqg=-r.

S, M(4,-2)

2 Sada je
(4-r)?+(-2+r) =r2.
Sredivanjem dobivamo jednadzbu:
r’-12r +20=0,
CijasurjeSenjar, =2ir,=10. Sadaimamo: p,=21i09,=-2 te p,=101
g, = -10, pa su jednadzbe kruznica:
k... (x=2?+(y+2)*=4i k...(x-10)° +(y +10)* =100.
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7.2. JEDNADZBE ELIPSE

Odaberemo li dvije to¢ke F, i F, ravnine i komad konopca duljine 2a>|F,F,|,

ucvrstimo krajeve konopca u tockama F, i F,, olovkom zategnemo konopac te

ju pomi¢emo tako da je konopac stalno zategnut, olovka ¢e opisivati krivulju
koja nazivamo elipsa.

Bez obzira na polozaj olovke, odnosno tocke T,
uvijek je:

|F.T|+|F,T|=2a, a>0.
Elipsa je skup toCaka ravnine za koje je zbroj

udaljenosti od dvije fiksne toCke te ravnine
konstantan.

Pogledajmo oznake i nazive:

C(0,-b)

ToCke F, i F, nazivaju se fokusi ili zariSta elipse. Udaljenost fokusa oznacimo
s 2e. Poloviste O duzine F,F, nazivamo srediste ili centar elipse. Polovica
udaljenosti izmedu fokusa jednaka je e, tj. |OF,| =|OF,| = e i nazivamo je linearni
ekscentricitet . §

Ako je e=0, tj. fokusi F, i F, se podudaraju, elipsa postaje kruznica. Sto je e
vedéi (e<a), oblik elipse sve vise odstupa od oblika kruznice.

Pravac kroz fokuse sijeCe elipsu u toCkama A i B koje nazivamo glavna

tiemena . Duzinu AB nazivamo velika os elipse, pa su duzine OA i OB velike
poluosi elipse. Duljina velike osi jednaka je 2a, pa je duljina velika poluosi
jednaka a.

Pravac koji prolazi srediStem okomito na veliku os sijeCe elipsu u tockama Ci D
koje nazivamo sporedna tjemena. Duzinu CD nazivamo mala os elipse, pa su
duzine OC i OD male poluosi elipse. Duljina male osi jednaka je 2b, pa je
duljina male poluosi jednaka b.

Iz |F,D| +|F,D| = 2a i sukladnosti trokuta F,OD i F,OD slijedi da je

elipsa

fokusi

srediste
elipse

linearni
ekscentricitet
glava
tiemena
velika os
sporedna

tiemena

mala os
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|F,D| =|F,D| = a. Primjenom Pitagorina poutka na npr. pravokutan trokut F,OD

dobivamo da je:
e’ =a’-b?.

Da bismo odredili jednadzbu elipse smjestimo elipsu u koordinatni sustav kao
na slici. Neka njezino srediste bude u ishodiStu koordinatnog sustava, velika os
neka leZi na x osi, a mala na y osi. Tjemena elipse tada su u togkama A(-a0),

B(a,0), C(0,-b) i D(0,b), a fokusi u totkama F,(-e0) i F,(e0).

Elipse sa srediStem u ishodiStu i osima koje leZze na koordinatnim osima ima
jednadzbu:

b?x* +a’y® =a’b® ... osnioblik jednadzbe elipse,
.
X2 2
— +F =1 ... kanonski oblik jednadzbe elipse.
a

. B . . . Dy . .
Koliénik — oznaCavamo s ¢ i nazivamo numeri €ki ekscentricitete elipse. Za
a

njega vrijedi 0< £ <1. Za kruZnicu je € =0.
Neka je T(x,y) totka elipse. Oznagimo li r, =|F,T| i r, =|F,T|, onda vrijedi:
n=at+&ir,=a-&.

Tetiva elipse koja prolazi fokusom i okomita je na veliku os naziva se
parametar elipse i njegova se duljina oznacava s 2p (p > O).

Rubna to¢ka parametra ima koordinate (+e+p) ili (+ eFp). Kako je to totka
elipse, njezine koordinate moraju ispunjavati jednadzbu elipse
b?x* +a’y? = a’b? iz ega dobivamo:

/F p

A F,(-.0) o ' Fy(e,0) B
P P

Primjer 1. Odredimo a, b, e, &, pi koordinate fokusa te nacrtajmo skicu elipse
ako je zadana jednadzbom x* +4y* =16 .

ZapiSimo jednadzbu elipse u kanonskom obliku. Dijeljenjem zadane jednadzbe
elipse sa 16 dobivamo:

jednadzba
elipse

numeri ki

ekscentricitet

parametar
elipse
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2 2
X_+y_:1

16 4
izegaje a®>=161i b> =4, odnosno a=4 i b=2.
Skicu je najlakSe nacrtati ako elipsu upiSemo u pravokutnik sa stranicama 2a i
2b:

0.2)

Iz e = a? —b? dobivamo
e= 2\/§, odnosno

F(-2v30) i F,(2/30).

Dalje je:
! g:E:Z_\/ézﬁi
©0-2) a 4 2
b2 22
=— =—=1
P a 4

Primjer 2.  Odredimo jednadzbu elipse koja prolazi toskama A(- 6-4), B(8-3).

TocCke A B su toCke elipse pa njihove koordinate ispunjavaju jednadzbu elipse
b?x* +a’y? = a’b?, tj. vrijedi:
{36b2 +16a’ = a%?

640% +9a% =a%?®
Dobili smo sustav dviju jednadzbi s nepoznanicama a i b. Oduzmemo li
jednadzbe dobivamo:

-2&° +7a° =0,
odnosno

a® =4b”.

UvrStavanjem dobivenog u npr. prvu jednadzbu imamo:

36b% +64b* = 4b*,

odnosno
10M? = 4b*
pa je
b* —2%° =0.
Sadaje
b?(b? - 25)=0.
. . . X2y
Dobivamo b* =25 i a® =100. Trazena jednadzba je: — +-2— =1.
10C 2%

Primjer 3. Odredimo jednadZbu elipse koja prolazi to¢kom A(— 8,3) i ima
parametra 5.

Buduci da to¢ka A pripada elipsi, njezine koordinate ispunjavaju jednadzbu
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2
elipse, tj. vrijedi: 64b* +9a” = a’b®. Dalje je zadano p = b” :g iz Gega je
a

b* = ga. Sada je:

320, 4022 =252 :
2
odnosno
5a’ -18a® -320a=0
te
a(5a2 -18a-320=0).
. _ . R G
Dobivamo a=10. Jednadzba elipse je — +-=——=1.
10C 25

7.3. JEDNADZBA HIPERBOLE

Neka su F, i F, dvije &vrste tocke ravnine. Oznagimo |F,F,| = 2e. Neka je T
toCka ravnine razlicita od toCaka F, i F,. Vektore ﬁ [ ﬁ nazivamo

radijvektorima tocke T. OznacCimo duljine tih vektora s: r, = ﬁ ir,= ﬁ

Neka je a pozitivan realan broj manji od e.

Hiperbola je skup svih to€aka T u ravnini za
koje vrijedi:
r,—r,|=2a.

Kako su r, r, i 2e duljine stranica trokuta
F,F,T mora biti |r, -r,| < 2e, odnosno a<e.

Smijestimo hiperbolu u koordinatni sustav kao na slici. Pogledajmo oznake i
nazive:

Fi-€0) | A20)

hiperbola
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ToCke F, i F, nazivaju se fokusi ili zariSta hiperbole. Udaljenost fokusa
oznacimo s 2e. PoloviSte O duzine F,F, nazivamo srediSte ili centar hiperbole.
Polovica udaljenosti izmedu fokusa jednaka je e, tj. |OF,| =|OF,| = e i nazivamo

je linearni ekscentricitet .
Pravac kroz fokuse sijece hiperbolu u to¢kama Ai B koje nazivamo glavna

tiemena . DuZinu AB nazivamo realna (glavna) os hiperbole, pa su duzine OA

i OB realne (glavne) poluosi  hiperbole. Duljina realne osi jednaka je 2a, pa je
duljina realne poluosi jednaka a.

TocCke Ci D nazivamo imaginarna tjemena hiperbole. Duzinu CD nazivamo

imaginarna (sporedna) os hiperbole, pa su duzine OC i OD imaginarne
(sporedne) poluosi hiperbole. Duljina imaginarne osi jednaka je 2b, pa je
duljina imaginarne poluosi jednaka b.

Tjemena hiperbole su u tockama A(-a,0), B(a,0), C(0,-b) i D(0,b), a fokusi u
tockama F,(-e0) i F,(e0).

Primjenom Pitagorina poucka na npr. pravokutan trokut F,OD dobivamo da je:
e’ =a’+b’.

Hiperbole sa srediStem u ishodiStu i osima koje leze na koordinatnim osima ima
jednadzbu:

b?x* —a’y* =a’b® ... osnioblik jednadzbe hiperbole,
tj.
X Y -1

2
Z . kanonski oblik jednadzbe hiperbole.

. : € . . . R
Kao i kod elipse, kolicnik — oznaCavamo s ¢ i nazivamo numeri €ki
a

ekscentricitete hiperbole. Za njega vrijedi € >1.

Neka je T(x,y) to¢ka hiperbole i neka je r, =|F.T| i r, =|F,T|. Vrijedi:
n=&+air,=&-a.

Tetiva hiperbole koja prolazi fokusom i okomita je na glavnu os naziva se

parametar hiperbole i njegova se duljina oznacava s 2p (p > O).

Rubna to¢ka parametra ima koordinate (+e+p) ili (+e¥p), a raéun daje:
b2

p=—.
a

fokusi

srediste
hiperbole

linearni
ekscentricitet

glavna
tiemena

realna os

imaginarna
tiemena

imaginarna
0s

jednadzba
hiperbole

numeri éki
ekscentricitet

parametar
hiperbole
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Udaljenost toCaka hiperbole od pravaca y = Ex iy= —Ex teZi k nuli kada se
a a

toCka udaljava od ishodiSta. Nazivamo ih asimptote hiperbole.
Pri crtanju hiperbole korisno je nacrtati njezine asimptote jer pomocu njih i
tiemena hiprebolu mozemo preciznije i lakSe nacrtati.

Zadaci i formule vrlo su sli¢ni kao kod rjeSavanja zadataka s elipsom.

Primjer 1. Odredimo jednadzbu hiperbole kojoj je Fl(— 3\/_5,0) fokus, a pravac
x+2y =0 asimptota.

Zadano je e= 3/5 paje a®+b® = 45. Zapisemo li jednadzbu zadanog pravca u

eksplicithom obliku, tj. y = —%x dobivamo b :%, odnosno a=2b. Sada je

a
4b® +b* =45,
X2 y2
iz Cega je b=3. Slijedi a=6 pa je jednadzba hiperbole 36 —? =1.

Primjer 2. Odredimo jednadZbu hiperbole kojoj su fokusi hiperbole na x osi,
ona prolazi tockom T(%S ,—6) i ima asimptotu 4x—-3y =0.

Tocka T pripada hiperboli pa njezine koordinate ispunjavaju jednadzbu
hiperbole, tj. vrijedi:
225

~—“p* -36a° =a’v’.
4
Iz jednadzbe asimptote zapisane u eksplicitnom obliku y :gx dobivamo

Ezﬂ, odnosno b:ﬂa.
3 3

a
Sada je:
225 6a2 -36a® :%;a“,
odnosno
6da2 = 0q*

9

asimptote
hiperbole
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2 2
paje a® =36. Slijedi a=6 i b=8 pa je jednadzba hiperbole % —é =1.
7.4. JEDNADZBA PARABOLE
Parabola je skup svih to&aka ravnine koje su parabola
jednako udaljene od jednog ¢vrstog pravca di jedne
tocke F u toj ravnini koja ne lezi na tom pravcu.
direktrisa
Pravac d nazivamo direktrisa (ravnalica ) parabole,
a toku F fokus (zariste ) parabole. fokus
Udaljenost fokusa od direktrise oznaCavamo s p i poluparame-
nazivamo poluparametar parabole. tar
Postavimo najprije parabolu tako da njezino tieme (vrh) podudara s ishodiStem
koordinatnog sustava, os s x osi, a fokus lezi na pozitivnom dijelu x osi. Takvu réna
parabolu nazivamo vrSna parabola . parabola
Tjeme V raspolavlja udaljenost od fokusa do
d ] direktrise. Ta je udaljenost jednaka
poluparametru p parabole. Zato su koordinate
ol fokusa F(g ,Oj, a jednadzba direktrise x = —g.
A . . o .
] Izaberimo bilo koju togku T(x, y)na paraboli.
~ Njezina udaljenost od direktrise je x+§.
Pl v
2
Lako se pokaze da parabola koja ima tjeme u
ishodistu, a fokus na pozitivnom dijelu x osi ima
jednadzbu :
y? = 2px.
] o _ jednadzba
Translatirana parabola koja ima vrh u tocki parabole
V(,,Y,) ima jednadzbu :
(V= ¥o)* =2p(x=x,).
jednadzba
translatirane
parabole
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U tablici su navedeni posebni oblici jednadzbe parabole:

'
NS

¥? = 2px ¥?=-2px x=

NI

X2=2py

N [T

F(0,5)

F0,-5)

<
n
NI

Xx?=-2py

Primjer 1. Odredimo vrSnu jednadzbu parabole koja prolazi tockom A(&Z).

Sa slike vidimo da postoje dva
rieSenja. Koordinate tocke A moraju
ispunjavati jednadzbu parabole pa za

y? = 2px dobijemo 4 =6p, odnosno

x2=2py A(3,2)

5 : — 2p :g pa jednadzba parabole glasi

y2=2p y? =gx. Za x* =2py dobijemo

9=4p, odnosno 2p =§ pa jednadzba
parabole glasi x* =§y.

7.5. PRAVAC | KRUZNICA

Neka je (x— p)*+(y—q) =r? jednadzba kruznice i y = kx+| jednadzba pravca.
Oznacimo s d udaljenost srediSta kruznice od zadanog pravca.

88




Medusobni polozaj pravca i kruznice:
1. Pravac p, sijeCe kruznicu u dvijetoCke S i S, akoje d<r.
Pravac koji sijeCe kruznicu nazivamo sekanta .
2. Pravac p, dira kruznicu u tocki D akoje d =r.

Pravac koji dira kruznicu nazivamo tangenta , a tocku D diraliSte pravca i
kruznice.
3. Pravac p, i kruznica nemaju zajednickih toCaka ako je d >r .

la-kp-||

Iz d =——— =r dobivamo uvjet dodira pravca y=kx+I ikruznice

V1+Kk?
(x=pf+(y-af =r
r2(L+k2) = (q-kp—1 ).

Primjer 1. Odredimo jednadzbe tangenata kruznice x> +y” —4x—-8y+10=0
koje su paralelne s pravcem y =3x+3.

Trazimo pravac y = kx+| koji mora dodirivati kruznicu pa mora ispunjavati uvjet
dodira.

Najprije iz jednadzbe kruznice dobivamo
p=2,9=4ir?=10.

Buducdi su traZzene tangente paralelne sa
zadanim pravcem slijedi da je k, =3.

Uvrstavanjem u uvjet dodira pravca i
kruznice dobivamo:

100+3%)=(4-6-1)
izCegaje |, =8il, =-12 pa su jednadzbe
tangenata t,...y=3x+8it,...y=3x-12.

medusobni
polozaj
pravca i
kruznice

uvjet dodira
pravca i
kruznice
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Primjer 2. Odredimo jednadZbe tangenata povucenih iz tocke M (— 4,3) na
kruznicu (x-1)* +(y+2)* =5.

Trazimo pravac y =kx+1|. Osim uvjeta dodira mora biti ispunjen i uvjet da
pravac prolazi tockom M.

M43 Prema navedenom imamo sustav

jednadzbi:
{5(1+k2)= (~2-Kk-1Y?
3= -4k +| '
Uvrstimo li | =4k + 3 u prvu jednadzbu

sustava dobivamo:
5+5k? = (-2-k -4k -3)%,
odnosno
2k?>+5k+2=0

paje k, =-21iKk, = —%, odnosno

y |, =-51i1, =1. Jednadzbe tangenata su

t,...y=-2x-51 tz...y=—%x+1.

Normala krivulje je pravac koji prolazi diraliStem tangente okomito na nju.
Kako je polumjer kruznice pridruzen diraliStu okomit na tangentu, svaka normala
kruznice prolazi srediStem kruznice.

Iz navedenog lako dobivamo jednadzbu
tangente u to ¢ki D(x,y,) kruZnice

(x=pf+(y-a)f=r*
(x - p)x=p)+ (v, —aly-a)=r>.

Oznacimo li s k, koeficijent smjera tangente,

onda je k, = —% koeficijent smjera normale.

Buduc¢i da normala prolazi toskom D(x,,y,),
njezina je jednadzba y-vy, =k (x-x).

Primjer 3. Odredimo jednadZbu tangente i normale u tocki D(L y < O) kruznice
X?+y?—6x+2y+2=0.

normala
krivulje

jednadzba
tangente u
toéki
kruznice

jednadzba
normale

90




Odredimo najprije nepoznatu koordinatu tocke D. UvrStavanjem x=1u
jednadzbu kruznice dobivamo:
1+y?-6-2y+2=0,
odnosno jednadzbu
y?-2y-3=0

&ija su rjieSenja y, =-3 i y, =1 pa je D(1-3).
|z jednadzbe kruznice dobivamo p=3, g=-1ir? =8.
Sada je

(1-3)(x-3)+(-3+1)(y+1)=8

paje t...y=-x-2. Buducidaje k, =-1 slijedi k| :—ki:l pa je
t

y+3=1(x-1),
odnosno n...y =x-4.

7.6. PRAVAC | ELIPSA, HIPERBOLA, PARABOLA

Analogno medusobnom polozaju pravca i kruznice promatramo medusobni
polozZaj pravca i ostalih krivulja drugog reda. U tablicama koje slijede navedene
su formule do kojih dolazimo i koje koristimo u zadacima:

Za pravac jednadzbe y = kx+| i elipsu jednadzbe b*x* + a’y* = a’®o’ vrijedi:

uvjet dodira pravca i elipse: a’k? +b? =12

k 2 2
koodrinate diralista: D(—I—a,bl—]

jednadzba tangente elipse u | b?xx+a’y,y = a’h? (Xl_;( +LZy = 1)
togki D(x, ;) a~ b

Za pravac jednadzbe y =kx+1| i hiperbolu jednadzbe b?x* —a’y? = a’b? vrijedi:

uvjet dodira pravca | 22k? —b? =|?

hiperbole:
ka®* b?
koodrinate diralista: D(—li,—l—j
jednadzba tangente b*x x—a’y,y = a’b? (Xl—zx _Lg = j
hiperbole u togki D(x,, y;): a~ b

Za pravac jednadzbe y = kx+1| i parabolu jednadzbe y* =2px vrijedi:

pravac i
elipsa

pravac i
hiperbola
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uvjet dodira pravca i p = 2K
parabole:

|
koodrinate diraliSta: D(— ,ZIJ

jednadzba tangente parabole | yy, = p(x+x,)
u togki D(x,,y,):

ZADACI ZA VIEZBU:

1. Odredi jednadzbu kruZnice kojoj je AB promjer ako je A(-12) i B(-5-6).
2. OdsjecCak pravca 2x -3y +12=0 izmedu koordinatnih osi je promjer kruznice.
Nadi jednadzbu kruznice.
3. Nadi jednadzbu kruznice koncentri¢ne kruznici x* + y* —4x + 2y -15= 0 koja:
a) dira os X
b) diraosy
c) dira pravac 4x—-3y+14=0
4. NapiSi jednadzbu kruznice koja prolazi toCkama A(-21) i B(L,—4), a srediSte
joj je na osi x.
5. Odredi jednadzbu kruznice koja dodiruje obje koordinatne osi i prolazi tockom
M (-81).
6. NapiSi jednadzbu kruznice koja prolazi tockama A (511, B(-9-3) i A(-7,-5).
7. U kojem su medusobnom poloZaju dani pravac i dana kruznica:
a) x+3y+10=0, x*+y* =1
b) x-2y-1=0, (x-4f+(y+2°=5
c) 2x-y-3=0, xX*+y*-3x+2y-3=0
8. Odredi jednadZbe tangenata kruznice x* +y* —2x+ 4y = 0koje su okomite na
pravac x-2y+1=0.
9. Pod kojim se kutom sijeku tangente povucéene iz tocke P (2-2) na kruznicu
x* +y*—2x—-2y-3=0 (kut pod kojim se vidi kruZnica iz zadane tocke).
10. NapiSi jednadzbe tangente i normale u tocki D(—4,6) kruznice
(x+17 +(y-2)° = 25.
11. U sjecistima pravca x—-3y—6=0 s kruznicom x*+y*-2x-4=0
konstruirane su tangente na kruznicu. U kojoj se tocki sijeku te tangente i pod
kojim kutom?
12. NapiSi jednadZbu elipse ako je :

a) b=3,£=ﬂ,
5
b) e=6, p=5,

C) p:2\/§, £=§.

13. NapiSi jednadzbu elipse ako je :
a) a-b=2, p=1,

b) a+b=15, F,(-5V30),
c) a+b=7,e=2,

pravac i
parabola

92




d) a+b=16, g:%.

14. Odredi jednadzbu elipse ako je njen fokus F(lO\/_Z,O), a velika poluos je tri
puta veéa od male poluosi.

15. Napisi jednadzbu elipse koja prolazi tockama A(-32) i 8(4,—2)

16. Odredi jednadzbu elipse ako je M (— 2\/6,—2) rubna to¢ka parametra.

17. NapiSi jednadzbu elipse koja prolazi to¢kom A(— 4, \/f)) iima
poluparametar 3.
18. Odredi jednadzbu elipse ako je njen fokus F(— 6,0), a ona prolazi to¢kom

Al-5-413).

19. Odredi jednadzbu hiperbole kojoj je asimptota:

a) x—3y =0 ipoluparametar p = ﬂ,

b) 2./5x + 5y =0, a hiperbola prolazi tocCkom A(— 5,—4),
c) 24x-7y=0 ifokus F(250),
d) 3x+2y=0, a zbroj poluosi je 15.

20. NapisSi jednadzbu hiperbole kojoj je poluparametar:

a) p:g i fokus F(—\/f%,o),

b) p =§ I numeriCki escentricitet je E’
13 12

c) p=4, aona prolazi totkom A(-53).

21. Napisi jednadzbu hiperbole kojoj je fokus:
a) F(50), a zbroj poluosi 7,

b) F(— \/5,0), a hiperbola prolazi tockom A(-3-4),

C) F(4«/?3,0) i a+ p=10.
22. Odredi jednadZzbu hiperbole kojoj je M (2,3) rubna to€ka parametra.
23. Napisi jednadzbu hiperbole kojoj je numeri¢ki eksentricitet:

a) €= ; aC(012)je imaginarno tieme,
b) €= J2,a hiperbola prolazi to€kom A(5,—3),
C) €= g a zbroj poluosi je 14.

24. NapisSi jednadZbu hiperbole koja prolazi tockama A(— 6,1) [ B(8,—2\/§).

25. Odredi jednadzbu tangente i normale u tocki D(x < 0, 3)elipse

3x* +4y* = 48.

26. Nadi jednadzZbe tangenata elipse 4x* +9y* = 36 okomitih na pravac
Xx-2y-6=0.

27. Hiperbola prolazi toskom A(6-1), a pravac x+ 2y = 0je asimptota hiperbole.
Odredi jednadzbu tangente i normale povucene na hiperbolu u toc¢ki A.

28. Odredi udaljenosti diraliSta tangenata povucenih iz tocke P(— 12) na

hiperbolu x* —2y* = 2.
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KONTROLNA ZADA CA — ZADACI ZA SAMOPROVJERU ZNANJA
PRIMJER PISANOG ISPITA ZNANJA 1Z MATEMATIKE

1. a) Odredi glavnu mjeru i prikazi na brojevnoj kruznici to¢ku E(t) ako je t = —%. Oznadi

vrijednosti svih trigonometrijskih funkcija za zadani broj t.

b) Odredi na brojevnoj kruznicu to¢ku E(t) ctgt :% I cost <O0.

2. Bez upotrebe dZepnog racunala izracunaj:

a) vrijednosti preostalih trigonometrijske funkcija ako je tga = —%, a O (- 4950°,-4860°)

b) sin x—7—7 ako je cosxz—g, x [ 777,@ .
3 13 2

3. Rijesi trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbu:
a) —2sin[§—5j ~1=0,
6 6

b) 6sin®x+3sinx[€osx-13cos” x =5,

2

X
C) cos—=—.
2 2

4. Nacrtaj graf funkcije: f(x) = —25in(2x+77‘j.

5. Odredi duljinu tezisSnice t, trokuta ABC ako je a=6 cm, a =4747'i [=5014".

6. PovrSina paralelograma jednaka je 62.6 cmz2, a duljine stranica jednake su 14.2 cm i 7 cm.
Kolike su duljine dijagonala paralelograma?

7. Ako su tocke B(5,3),C(08) i D(-35) tri uzastopna vrha paralelograma ABCD, odredi
koordinate vrha A i duljinu dijagonale AC.

8. Dane su tocke A(-11),B(-3-2),C(4,). Koristeéi se skalarnim produktom vektora, odredi kut
a trokuta ABC.

9. a) Odredi realni broj A tako da vektori p=(A+2)m+n i q="5m+(1-2)n budu kolinearni.

b) Odredi realni broj A tako da vektori a=Ai —é] ib= %i —3] budu medusobno okomiti.

10. Odredi povrsinu trokuta koji s koordinatnim osima zatvara pravac koji prolazi sjeciStem
pravaca 5x—-4y-22=0 i 3x+5y+9=0 i tockom A(4]).

11. Zadan je trokut ABC koordinatama vrhova A(4,4), B(-2,-4),C(—6,-1) . Odred::
a) jednadzbu pravca na kojemu lezi tezisnica t, .
b) jednadzbu pravca na kojemu lezi visina v,

c) jednadzbu pravca koji prolazi tockom C i paralelan je s pravcem AB,
d) udaljenost tocke C od pravca AB.



12. Nadi jednadzbu kruznice koncentri¢ne kruznici x* + y* —4x+ 2y -15 = 0 koja:

a) dira os X,
b) diraosy,
c) dira pravac 4x-3y+14=0.

13. Pravac x-3y-6=0 sijee kruznicu x*+y*-2x-4=0 utockama D, i D,. Odredi
koordinate to¢aka D, i D, ijednadzbe tangenata kojima su to¢ke D, i D, diralista.

14. Odredi jednadzbu hiperbole kojoj je pravac 24x -7y =0 asimptota, a udaljenost fokusa
jednaka 50.

15. Nadi jednadZbe tangenata elipse x> +3y* = 28 okomitih na pravac 3x-2y-1=0.
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